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ПРЕДИСЛОВИЕ

Ðåçóëüòàòû åäèíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà èñêëþ÷èòåëüíî âàæ-
íû äëÿ âûïóñêíèêà è áóäóùåãî àáèòóðèåíòà — îíè ó÷èòûâàþòñÿ â
øêîëüíîì àòòåñòàòå è ïðè ïîñòóïëåíèè â âóçû. Ïîëó÷èòü ìàêñèìàëü-
íûé áàëë íà ÅÃÝ íåïðîñòî, íî ñ êàæäûì ãîäîì óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñ-
òâî âûïóñêíèêîâ, êîòîðûå áëåñòÿùå ñ ýòèì ñïðàâëÿþòñÿ.

Ïåðåä âàìè óíèêàëüíîå ó÷åáíîå ïîñîáèå, îäèíàêîâî íåîáõîäèìîå âû-
ïóñêíèêàì, èõ ðîäèòåëÿì è ó÷èòåëÿì.

Уважаемые выпускники!

×òîáû óñïåøíî ñäàòü ÅÃÝ, íåîáõîäèìû ãëóáîêèå çíàíèÿ ïî ìàòåìà-
òèêå è óìåíèå îðãàíèçîâûâàòü ñâîþ ðàáîòó.
Итак,
1. ×òî âû çíàåòå? Âûïîëíèòå ïðîáíûé òåñò. Ýòî ðåàëüíûé «Äåìîíñò-

ðàöèîííûé âàðèàíò êîíòðîëüíûõ èçìåðèòåëüíûõ ìàòåðèàëîâ äëÿ
ïðîâåäåíèÿ â 2011 ãîäó åäèíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà ïî ìà-
òåìàòèêå». Íà âûïîëíåíèå ýêçàìåíàöèîííîé ðàáîòû ïî ìàòåìàòèêå
îòâîäèòñÿ 4 ÷àñà (240 ìèíóò). Ðàáîòà ñîñòîèò èç 2 ÷àñòåé, âêëþ÷à-
þùèõ 18 çàäàíèé. ×àñòü 1 âêëþ÷àåò 12 çàäàíèé ñ êðàòêèì îòâåòîì
â âèäå öåëîãî ÷èñëà èëè êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè. ×àñòü 2 ñî-
ñòîèò èç 6 çàäàíèé, êîòîðûå òðåáóþò ðàçâåðíóòîãî îòâåòà. Ïðè âû-
ïîëíåíèè çàäàíèé ñ ðàçâåðíóòûì îòâåòîì ÷àñòè 2 ýêçàìåíàöèîí-
íîé ðàáîòû â áëàíêå îòâåòîâ ¹2 äîëæíî áûòü çàïèñàíî ïîëíîå
îáîñíîâàííîå ðåøåíèå çàäà÷è è îòâåò. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
áàëëîâ — 30. Ïîñòàðàéòåñü âûïîëíèòü êàê ìîæíî áîëüøå çàäàíèé
è íàáðàòü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ. Áóäüòå ÷åñòíû ñ ñîáîé!
Êàê âû óñâîèëè ìàòåðèàë øêîëüíîé ïðîãðàììû? Åñëè âû íå íàáðà-
ëè ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà áàëëîâ, òî…

2. ×òî äåëàòü? Âåñü ìàòåðèàë ïîñîáèÿ ðàçäåëåí íà 100 çàíÿòèé. Òåñ-
òîâûå çàäàíèÿ óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ «Êîäèôèêàòîðîì ýëå-
ìåíòîâ ñîäåðæàíèÿ è òðåáîâàíèé ê óðîâíþ ïîäãîòîâêè âûïóñêíè-
êîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ â 2011 ãîäó
åäèíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòèêå. Íà âûïîëíåíèå
çàäàíèé êàæäîãî çàíÿòèÿ âû ïîòðàòèòå íå áîëåå 30 ìèíóò.

3. Áóäüòå âíèìàòåëüíû. Ïðî÷èòàéòå çàäàíèå è ïîñòàðàéòåñü ïîíÿòü
åãî ñìûñë. Ïðîäóìàéòå õîä âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ (ðåøåíèÿ çàäà÷è),
âñïîìíèòå íåîáõîäèìûå ôîðìóëû, òåîðåìû è ñâîéñòâà.

4. Ðàññóæäàåì âìåñòå. Ïåðåâåðíèòå ñòðàíèöó. Îáðàçåö ðåøåíèÿ ïîìî-
æåò âàì íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü ïðàâèëüíûé îòâåò, äàæå åñëè çàäàíèå
âûçâàëî ó âàñ îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.

5. Ðåïåòèðóåì ÅÃÝ. Ïðåäñòàâüòå ñåáÿ íà ýêçàìåíå. Ïðîéäèòå ïîñëåä-
íèé òåñò, ïîäîáíûé òîìó, êîòîðûé âû áóäåòå ïðîõîäèòü âî âðåìÿ
ÅÃÝ, â óñëîâèÿõ, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ ê óñëîâèÿì ýêçà-
ìåíà. Ñèäÿ äîìà, çà ðàáî÷èì ñòîëîì, ïðåäñòàâüòå ñåáÿ íà ýêçàìå-
íå — òîãäà íà ÅÃÝ âû áóäåòå ÷óâñòâîâàòü ñåáÿ êàê äîìà.

Верьте в свои силы! Желаем удачи!



Уважаемые родители!

Чем вы можете помочь своему ребенку?

1. Îðãàíèçîâàòü áóäóùåìó àáèòóðèåíòó ñèñòåìàòè÷åñêóþ è ïîñëå-
äîâàòåëüíóþ ïîäãîòîâêó ê ÅÃÝ. Áîëüøèíñòâî ïîäðîñòêîâ åùå íå 
ìîãóò ïðàâèëüíî ïëàíèðîâàòü ñâîå âðåìÿ, âñå îòêëàäûâàþò «íà ïî-
òîì». Îò ïðàâèëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ çàíÿòèé âî ìíîãîì çàâèñèò 
ðåçóëüòàò âñåé ïîäãîòîâêè. Ïîâòîðèòü 100 òåì çà 100 äíåé ëåã÷å, 
÷åì âåñü ìàòåðèàë çà íåñêîëüêî äíåé äî ýêçàìåíà.

2. Ñîçäàòü áëàãîïðèÿòíóþ ïñèõîëîãè÷åñêóþ îáñòàíîâêó äîìà. Äà-
æå äëÿ ñàìîãî îòâåòñòâåííîãî ó÷åíèêà ýêçàìåí — ýòî èñïûòàíèå, 
ñòðåññ. «Äîìàøíÿÿ ïñèõîòåðàïèÿ» — ýòî ïîìîùü ëþáÿùèõ è çà-
áîòëèâûõ áëèçêèõ ëþäåé, ðîäèòåëåé, êîòîðûå ïðîâåðÿò, íàïîìíÿò, 
óáåäÿò, óáåðåãóò îò áåññîííûõ íî÷åé íàêàíóíå ýêçàìåíà, óñïîêîÿò 
è ïîääåðæàò.

3. Áûòü ðÿäîì. Ìû íå ïðèçûâàåì ðîäèòåëåé ó÷èòü âìåñòå ñ ðåáåíêîì 
òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è âûïîëíÿòü çàäàíèÿ. Ýòî ïåðâîå «âçðîñ-
ëîå» èñïûòàíèå äëÿ ðåáåíêà, à íå äëÿ åãî ðîäèòåëåé! Ïðèíèìàéòå 
ó÷àñòèå â äåëàõ âàøåãî ðåáåíêà, èíòåðåñóéòåñü åãî äóøåâíûì ñî-
ñòîÿíèåì, íàñòðîå íèåì. Ñòàðàÿñü ïîìî÷ü, âû äàäèòå ñâîèì äåòÿì 
óðîêè ëþáâè, ñî÷óâñòâèÿ, âçàèìîïîìîùè, íàó÷èòå ñïîêîéíî è óâå-
ðåííî ïðåîäîëåâàòü òðóäíîñòè.

Желаем вам удачи и терпения!

Уважаемые коллеги-учителя!
Áîëüøàÿ ÷àñòü çàäàíèé íàøåãî ïîñîáèÿ âçÿòà ñ îôèöèàëüíîãî ñàéòà 

ÔÈÏÈ (îòêðûòûé ñåãìåíò ÔÁÒÇ) (çàäàíèÿ, îòìå÷åííûå çíàêîì «*», 
íàïèñàíû àâòîðàìè-ñîñòàâèòåëÿìè ïîñîáèÿ È. Â. Òðåòüÿê, Ò. Ì. Âèíîã-
ðàäîâîé) è óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ «Êîäèôèêàòîðîì ýëåìåíòîâ 
ñîäåðæàíèÿ è òðåáîâàíèé ê óðîâíþ ïîäãîòîâêè âûïóñêíèêîâ îáùåîá-
ðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ â 2011 ãîäó åäèíîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòèêå». Êàæäîìó ðàçäåëó è ýëåìåíòó 
ñîäåðæàíèÿ, ïðîâåðÿåìûõ íà ÅÃÝ, ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî òèïîâ çà-
äàíèé (êñòàòè, èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ðàçäàòî÷íûé ìàòåðèàë ïðè 
ïðîâåäåíèè ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðàáîò). Äâà òðåíèðîâî÷íûõ òåñòà ïîìîãóò 
êàæäîìó ó÷àùåìóñÿ îïðåäåëèòü ñâîé óðîâåíü ïîäãîòîâêè.

Êîíå÷íî, ÅÃÝ íå òðåáóåò ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè ïî ïðåäìåòó — ãî-
òîâèòüñÿ íóæíî ê ñàìîé ôîðìå ïðîâåäåíèÿ ýêçàìåíà. Íî ïðè ýòîì íå-
îáõîäèìû îáîáùåíèå è ñèñòåìàòèçàöèÿ èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà. Îñîáîå 
âíèìàíèå ñëåäóåò îáðàòèòü íà ïðîáåëû â çíàíèÿõ ó÷àùåãîñÿ, äîïóùåí-
íûå ïðè èçó÷åíèè øêîëüíîé ïðîãðàììû, è óñòðàíèòü èõ. Íàäååìñÿ, 
÷òî íàøå ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî âàì â âàøåé åæåäíåâíîé ðàáîòå.

Желаем творческих успехов!
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ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 11

Часть 1 

Ответом к заданиям этой части (В1—В12) является целое число или конечная
десятичная дробь. Ответ следует записать в бланк ответов № 1 справа от
номера соответствующего задания, начиная с первой клеточки, без пробелов.
Каждую цифру, знак минус и запятую пишите в отдельной клеточке в соот-
ветствии с приведенными в бланке образцами. Единицы измерения писать
не нужно.

В1. Áèëåò íà àâòîáóñ ñòîèò 15 ðóáëåé. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî áèëåòîâ ìîæíî áóäåò êóïèòü íà 100 ðóáëåé ïîñëå
ïîâûøåíèÿ öåíû áèëåòà íà 20 %? 

В2. Íà ãðàôèêå ïîêàçàíî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âîçäóõà íà
ïðîòÿæåíèè òðåõ ñóòîê. Íà îñè àáñöèññ îòìå÷àåòñÿ âðåìÿ
ñóòîê â ÷àñàõ, íà îñè îðäèíàò — çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû
â ãðàäóñàõ. Îïðåäåëèòå ïî ãðàôèêó íàèáîëüøóþ òåìïåðà-
òóðó âîçäóõà 15 àâãóñòà.

В3. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ 3 272x− = .

В4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 
90°, AB = 5, cos ∠A∠∠  = 0,8. Íàéäèòå 
BC.

1 Òðåíèðîâî÷íûé òåñò ¹ 1 ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèîííûì âàðèàíòîì
ÊÈÌ ÅÃÝ 2011 ã. (www.fipi.ru).

В1

В2

В3

В4

A

B

CA

B

C
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В5. Ñòðîèòåëüíàÿ ôèðìà ïëàíèðóåò êóïèòü 70 ì3 ïåíîáëîêîâ 
ó îäíîãî èç òðåõ ïîñòàâùèêîâ. Öåíû è óñëîâèÿ äîñòàâêè 
ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Ñêîëüêî ðóáëåé íóæíî çàïëàòèòü çà 
ñàìóþ äåøåâóþ ïîêóïêó ñ äîñòàâêîé?

Ïîñòàâ-
ùèê

Ñòîèìîñòü 
ïåíîáëîêîâ

(ðóá. çà
1 ì3)

Ñòîèìîñòü 
äîñòàâêè
(ðóá. çà

âåñü çàêàç)

Äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ äîñòàâêè

1 2 600 10 000

2 2 800 8 000 Ïðè çàêàçå òîâàðà
íà ñóììó ñâûøå 

150 000 ðóáëåé äî-
ñòàâêà áåñïëàòíàÿ

3 2 700 8 000 Ïðè çàêàçå òîâàðà
íà ñóììó ñâûøå 

200 000 ðóáëåé äî-
ñòàâêà áåñïëàòíàÿ

В6. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, 
èçîáðàæåííîãî íà êëåò÷àòîé áóìàãå 
ñ ðàçìåðîì êëåòêè 1 ñì × 1 ñì (ñì. 
ðèñóíîê). Îòâåò äàéòå â êâàäðàòíûõ 
ñàíòèìåòðàõ.

В7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log log2 2200
1

25
+ .

В8. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðà-
ôèê ôóíêöèè y = f(x) è êà-
ñàòåëüíàÿ ê ýòîìó ãðàôèêó
â òî÷êå ñ àáñöèññîé, ðàâ-
íîé 3. Íàéäèòå çíà÷åíèå
ïðîèçâîäíîé ýòîé ôóíêöèè
â òî÷êå x = 3.

В9. Îáúåì ïåðâîãî öèëèíäðà ðàâåí 12 ìì. Ó âòîðîãî öèëèíä-
ðà âûñîòà â òðè ðàçà áîëüøå, à ðàäèóñ îñíîâàíèÿ — â äâà 
ðàçà ìåíüøå, ÷åì ó ïåðâîãî. Íàéäèòå îáúåì âòîðîãî öè-
ëèíäðà. Îòâåò äàéòå â êóáè÷åñêèõ ìåòðàõ.

В5

1 ñì1 ñì

В6

В7

В8

В9
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В10. Êàìåíü áðîøåí âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïîêà êàìåíü íå óïàë,
âûñîòà, íà êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ, îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
h(t) = −5t2 +18t (h — âûñîòà â ìåòðàõ, t — âðåìÿ â ñåêóí-
äàõ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà áðîñêà). Íàéäèòå, ñêîëüêî ñå-
êóíä êàìåíü íàõîäèëñÿ íà âûñîòå íå ìåíåå 9 ìåòðîâ.

В11. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

y x x= + −2 3
3

3
cos

π
 íà îòðåçêå 0

2
;  

π⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
.

В12. Äâîå ðàáî÷èõ, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò âûïîëíèòü ðàáîòó çà
12 äíåé. Çà ñêîëüêî äíåé, ðàáîòàÿ îòäåëüíî, âûïîëíèò ýòó
ðàáîòó ïåðâûé ðàáî÷èé, åñëè îí çà äâà äíÿ âûïîëíÿåò
òàêóþ æå ÷àñòü ðàáîòû, êàêóþ âòîðîé — çà òðè äíÿ?

Часть 2

Для записи решений и ответов на задания С1—С6 используйте бланк ответов
№ 2. Запишите сначала номер выполняемого задания (С1, С2 и т. д.), а затем
полное обоснованное решение и ответ.

С1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
6 2

0
2cos cos

sin

x x

x

− −
−

= .

С2. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû

ABCA1B1C1 ðàâíà 2, à äèàãîíàëü áîêîâîé ãðàíè ðàâíà 5 .
Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ A1BC è ïëîñêîñòüþ îñíî-
âàíèÿ ïðèçìû.

С3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî log ( ) log ( )x xx x+ +− − −3
2

3
2 29

1

16
3 2 .

С4. Íà ñòîðîíå BA óãëà ABC, ðàâíîãî 30°, âçÿòà òàêàÿ òî÷êà
D, ÷òî AD = 2 è BD = 1. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, D è êàñàþùåéñÿ ïðÿìîé BC.

С5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòî-
ðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé

a x y x

x y

( ) ,4

2 2

1 2

4

+ = + −
+ =

⎧
⎨
⎩

С6. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (òî åñòü ÷èñåë, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü êîòî-
ðûõ ðàâåí 1) a è b, ÷òî åñëè ê äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà a
ïðèïèñàòü ñïðàâà ÷åðåç çàïÿòóþ äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà

b, òî ïîëó÷èòñÿ äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà, ðàâíîãî
b
a

.

В10

В11

В12
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Ответы к тренировочному тесту № 1

Каждое правильно выполненное задание части 1 оценивается 1 баллом. Зада-
ния части 1 считаются выполненными, если экзаменуемый дал верный ответ
в виде целого числа или конечной десятичной дроби.

¹ 
çàäàíèÿ Îòâåò ¹

çàäàíèÿ Îòâåò

Â1 5 Â7 3

Â2 14 Â8 2

Â3 5 Â9 9

Â4 3 Â10 2,4

Â5 192000 Â11 1

Â6 18 Â12 20

¹ 
çàäàíèÿ Îòâåò

Ñ1 − +2

3
2

π πn, − +arccos ,
2

3
2πn n Z∈

Ñ2 30°

Ñ3 –1

Ñ4 1 èëè 7

Ñ5 a = 4

Ñ6 a = 2, b = 5

В1. Ïîñëå ïîâûøåíèÿ íà 20 % áèëåò áóäåò ñòîèòü:

15 ⋅ 1,2 = 18 ðóá.
100

18
5 55= , .

В2. Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî 15 àâãóñòà íàèáîëüøàÿ òåìïåðàòó-
ðà áûëà 14 °C.

В3. 3 272x− = , 3 32 3x− = , x − =2 3 , x = + =3 2 5 .

В4. cos ∠ =A
AC
AB

. AC AB A= ⋅ ∠ = ⋅ =cos ,5 0 8 4 . Ïî òåîðåìå 

Ïèôàãîðà AB AC BC2 2 2= + . 

Îòñþäà BC AB AC= − = − = − = =2 2 2 25 4 25 16 9 3

В5. Âû÷èñëèì ñòîèìîñòü êàæäîé ïîêóïêè ñ äîñòàâêîé.
À: 2600 ⋅ 70 = 182 000 ðóá., äîñòàâêà — 10 000 ðóá., âñåãî 
â ñóììå: 182 000 + 10 000 = 192 000.
Á: 2800 ⋅ 70 = 196 000 ðóá., 196 000 > 150 000 — äîñòàâêà 
áåñïëàòíàÿ.
Â: 2700 ⋅ 70 = 189 000 ðóá., 189 000 < 200 000, äîñòàâêà — 
8000 ðóá., âñåãî â ñóììå: 196 000 + 8 000 = 197 000.
Ñàìàÿ äåøåâàÿ ïîêóïêà â ñëó÷àå À.

5 В1

14 В2

5 В3

3 В4

192000 В5
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В6. Ïëîùàäü îäíîé êëåòêè 1 ñì2. Ðàçäå-
ëèì íàøó ôèãóðó íà òðè. Âñïîìíèì,
÷òî äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà äåëèò
åãî íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà.
Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 1:
S1 = 4 : 2 = 2 ñì2, ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà 3: S3 = 8 : 2 = 4 ñì2. Ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà 2: S2 = 12 ñì2. Ñóì-
ìèðóåì ïëîùàäè âñåõ ôèãóð: 

S = 2 + 12 + 4 = 18 ñì2.

В7. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ëîãàðèôìà ïðîèçâåäåíèÿ

log ( ) log loga a abc b c= + . Ïðåîáðàçóåì íàøå âûðàæåíèå:

log log log log2 2 2 2200
1

25
200

1

25
8+ = ⋅⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= . 

log2 8 = x , 2 8 23x = = , x = 3 .

В8. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè — ýòî
òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñà-
òåëüíîé ê ãðàôèêó â çàäàí-
íîé òî÷êå. Âû÷èñëèâ òàí-
ãåíñ êàñàòåëüíîé â òî÷êå
x = 3 ê ãðàôèêó, ìû íàé-
äåì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé
â ýòîé òî÷êå.
Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû åãî
ãèïîòåíóçà ëåæàëà íà êà-
ñàòåëüíîé. Ïîëó÷èëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êà-
òåòàìè 2 è 4. Òàíãåíñ óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíè-
êå — îòíîøåíèå ïðîòèâîëåæàùåãî êàòåòà ê ïðèëåãàþùå-

ìó. Ïîëó÷àåì tg α = =4

2
2.

В9. Îáúåì öèëèíäðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå V R H= π 2 . Íàé-
äåì îòíîøåíèå äâóõ öèëèíäðîâ:
V

V
R H

R
H

1

2

2

2

2
3

4

3
=

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ( )

=π

π

. Îòñþäà V
V

2
1

4

3

3

4
12 9= = ⋅ = .

В10. Óñëîâèþ çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâî: − +5 18 92t t .

Ðåøèì ýòî íåðàâåíñòâî. − + −5 18 9 02t t , 5 18 9 02t t− + .

D = − ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ =18 4 5 9 18 18 2 2 5 9 18 18 10 182

= ⋅ − = ⋅ =18 18 10 18 8 144( ) .

18 В6

1 ñì

1

2
3

1 ñì

1

2
3

3 В7

В8

9 В9

2,4 В10
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x1 2

18 144

2 5

18 12

10, = ±
⋅

= ±
. 

x1

18 12

10
0 6= − = , ñ, x2

18 12

10
3= + = ñ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðå-
ìåíè t1 0 6= ,  ñ è äî ìîìåíòà âðåìåíè t1 3=  ñ êàìåíü 
íàõîäèëñÿ íà âûñîòå íå ìåíåå 9 ñ. Âñåãî âðåìåíè îí íàõî-
äèëñÿ íà òàêîé âûñîòå: t t2 1 3 0 6 2 4− = − =, ,  ñ.

В11. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíöàõ èíòåðâàëà. 

Ïðè x = 0 y = + ⋅ − = − ≈2 0 3 0
3

3
2

3
0 15cos ,

π π
. Ïðè 

x = π
2

y = + ⋅ − = ⋅ + ⋅ − =2
2

3
2

3

3
2 0

3

2

3

3
cos

π π π π π

= − = ≈3 3 2 3

6

3

6
0 89,

π π π

Îïðåäåëèì, åñòü ëè òî÷êè ìàêñèìóìà íà èíòåðâàëå. 

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèþ: ′ = − +y x2 3sin . Ïðè-
ðàâíÿâ ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ, íàéäåì òî÷êó ýêñòðåìóìà: 

− + =2 3 0sin x , sin x = 3

2
, x n n Z= + ∈π π

3
2 ,  . Â íàøåì 

èíòåðâàëå ëåæèò òîëüêî îäíà òî÷êà x = π
3

. Ïðè ïåðåõîäå 

÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìåíÿåò çíàê ñ ïëþñà 
íà ìèíóñ, ïîýòîìó ýòî òî÷êà ìàêñèìóìà. Çíà÷åíèå ôóíêöèè 

â ýòîé òî÷êå ðàâíî: y = + ⋅ − = ⋅ =2
3

3
3

3

3
2

1

2
1cos

π π π
.

Íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè íà çàäàííîì èíòåðâàëå 
ÿâëÿåòñÿ åå çíà÷åíèå â òî÷êå ìàêñèìóìà.

В12. Ïóñòü çà îäèí äåíü ïåðâûé ðàáî÷èé äåëàåò x åä. ðàáîòû. 
Ñîñòàâèì òàáëèöó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è:

Çà 1 äåíü Êîë-âî
äíåé Êîë-âî ðàáîòû

1-é 
ðàáî÷èé x 2 2x

2-é
ðàáî÷èé

2

3

x
3 2x

1-é è 2-é
ðàáî÷èå 
âìåñòå

1
2

3

5

3
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=x x 12 12
5

3
4 5 20⋅ = ⋅ =x x x

Òàêèì îáðàçîì, çà 12 äíåé ñîâìåñòíîé ðàáîòû 2 ðàáî÷èõ 
ñäåëàëè 20 åä. ðàáîòû 1-ãî ðàáî÷åãî. Òî åñòü ñàì îí ñäå-
ëàë áû òàêóþ ðàáîòó çà 20 äíåé.

1 В11

20 В12
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C1. Ðåøåíèå: Критерии проверки решения:

Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñè-
ñòåìå

6 2 0
0

2cos cos ,
sin .

x x
x

− − =
− >

⎧
⎨
⎩

Èç íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, 
÷òî sin x < 0 .
Â óðàâíåíèè ñäåëàåì çàìå-
íó cos x = t è ðåøèì óðàâ-

íåíèå 6 2 02t t− − = . t = − 1

2

èëè t = 2

3
.

1 балл.
Верно найдены нули числите-
ля, но или не произведен от-
бор найденных решений, или
допущены ошибки в отборе

Ðàâåíñòâàì cosx = − 1

2
 è cosx = 2

3
 íà òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå òî÷êè (ñì. ðèñó-

íîê). Äâå èç íèõ, íàõîäÿùèåñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñ-
òè, íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ sin x < 0 .

Ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ: x n= − +2

3
2

π π è x n= − +arccos
2

3
2π ,

ãäå n Z∈ .

Îòâåò: x n= − +2

3
2

π π , x n= − +arccos
2

3
2π , n Z∈ .

2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ

C2. Ðåøåíèå: Критерии проверки решения:

Îáîçíà÷èì H ñåðåäèíó ðåáðà BC (ñì. ðè-
ñóíîê). Òàê êàê òðåóãîëüíèê ABC ðàâíî-
ñòîðîííèé, à òðåóãîëüíèê A1BC — ðàâíî-
áåäðåííûé, îòðåçêè AH è A1H ïåðïåíäè-
êóëÿðíû BC. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠A∠∠ 1HA — 
ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ñ ãðà-
íÿìè BCA è BCA1.

1 балл.
Способ нахождения искомого
угла правильный, но получен
неверный ответ или решение
не закончено

Èç òðåóãîëüíèêà A1AB 11 íàéäåì: AA1 =1.

Èç òðåóãîëüíèêà AHB íàéäåì: AH = 3 .

Èç òðåóãîëüíèêà HAA1 íàéäåì: tg A HA
AA

AH
∠ = =1

1 1

3
.

Èñêîìûé óãîë ðàâåí 30°.
Îòâåò: 30.

2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ

2

3

π

−
2

3

π

arccos
2

3

− arccos
2

3

0

2

3

π

−
2

3

π

arccos
2

3

− arccos
2

3

0

A

C
B

C
1

A

A
1

B
1

A

C
B

C
1

A

A
1

B
1
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Критерии проверки решения: C3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Ответ неверен, но решение
содержит переход от исход-
ного неравенства к верной 
системе рациональных нера-
венств

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî: 

log logx xx x x+ +−( ) +( )( ) − −3 3
23 3

1

4
3 2 .

Íàéäåì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

èìååò ñìûñë: 

9 0
3 0
3 1
3 0

2− >
+ >
+ ≠
− ≠

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x
x
x
x

,
,
,
;

( )( ) ,
,

,
;

3 3 0
3

2
3

− + >
> −
≠
≠

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

x x
x
x
x

–3 –2 3

2 балла.
Обоснованно получен ответ, 
отличающийся от верного 
только конечным числом зна-
чений x

Ïîëó÷àåì: − < < −3 2x èëè − < <2 3x .
Çíà÷èò, x x− = −3 3 ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x.

Ïîýòîìó log ( ) log ( ) log ( )x x xx x x+ + +− + + − −3 3 3
23 3

1

4
3 2 ;

log ( ) log ( )x xx x+ +− + − −3 3
23 1

1

4
3 2.

Ñäåëàåì çàìåíó log ( )x x y+ − =3 3 . Ïîëó÷àåì y y− 1

4
12 ;

y y2 4 4 0− + ; y = 2 . Òàêèì îáðàçîì, log ( )x x+ − =3 3 2 ,

îòêóäà ( )x x+ = −3 32 ; x x2 7 6 0+ + = .

3 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ

Êîðíè óðàâíåíèÿ: −6 è −1. Óñëîâèþ − < < −3 2x  èëè
− < <2 3x óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî x = −1.
Îòâåò: −1.

Критерии проверки решения: C4. Ðåøåíèå:

1 балл.
Рассмотрена хотя бы одна 
возможная геометрическая 
конфигурация, в которой 
получено значение искомой 
величины, неверное из-за
арифметической  ошибки

Öåíòð O èñêîìîé îêðóæíîñòè ïðèíàäëåæèò ñåðåäèííî-
ìó ïåðïåíäèêóëÿðó ê îòðåçêó AD. Îáîçíà÷èì P ñåðåäèíó
îòðåçêà AD, Q — îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííî-
ãî èç òî÷êè O íà ïðÿìóþ BC, E — òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñå-
ðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ñ ïðÿìîé BC (ñì. ðèñóíîê à).
Èç óñëîâèÿ êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé BC ñëåäóåò,
÷òî îòðåçêè OA, OD è OQ ðàâíû ðàäèóñó R îêðóæíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà O íå ìîæåò ëåæàòü ïî òó æå ñòîðî-
íó îò ïðÿìîé AB, ÷òî è òî÷êà E, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî ïðÿìîé BC ìåíüøå, ÷åì ðàñ-
ñòîÿíèå îò íåå äî òî÷êè A.

2 балла.
Рассмотрена хотя бы одна 
возможная геометрическая 
конфигурация, в которой 
обоснованно получено пра-
вильное значение искомой 
величины

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà BPE ñ êàòåòîì BP = 2

è ∠B = 30° íàõîäèì, ÷òî PE = 2 3

3
. Òàê êàê OA = R

è AP = 1, ïîëó÷àåì: OP R= −2 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

OE R= − +2 1
2 3

3
.
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Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OQE, â êîòîðîì

∠E = 60°, íàõîäèì: R OQ OE R= = = − +3

2

3

2
1 12

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿR: 
3

2
1 12R R− = − .

Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ è ïðèâåäåì
ïîäîáíûå ÷ëåíû. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå R R2 8 7 0− + = ,
ðåøàÿ êîòîðîå íàõîäèì äâà êîðíÿ R1 1= , R2 7= .

Åñëè ðàäèóñ ðàâåí 1, òî öåí-
òðîì îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà Ð (ñì. ðèñóíîê á).

Q

D

P

A

EB C

á
Îòâåò: 1 èëè 7.

3 балла.
Рассмотрены все возможные
геометрические конфигура-
ции и обоснованно получен
правильный ответ

C5. Ðåøåíèå: Критерии проверки решения:

Ïóñòü ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå (x; y). Åñëè x ≠ 0, òî ñèñ-
òåìà èìååò âòîðîå ðåøåíèå (−x; y). Çíà÷èò, ðåøåíèå ìî-
æåò áûòü åäèíñòâåííûì òîëüêî ïðè x = 0.
Ïîäñòàâèì x = 0 â ïåðâîå óðàâíåíèå: y = a − 2. Ïàðà
(0; a − 2) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó óðàâíåíèþ:
( )a − =2 42 , îòêóäà a = 0 èëè a = 4.

1 балл.
Получены только необходи-
мые условия на значения a

Äëÿ êàæäîãî èç äâóõ íàéäåííûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íóæíî ïðî-
âåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè äàí-
íàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.
Ïåðâûé ñëó÷àé: a = 0. Ñèñòåìà

ïðèíèìàåò âèä y x

x y

= −
+ =

⎧
⎨
⎩

2

42 2

,

.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y x= − 2  ÿâëÿåòñÿ óãîë, êîòîðûé

èìååò ñ îêðóæíîñòüþ x y2 2 1+ = òðè îáùèå òî÷êè (ñì.

ðèñóíîê). Çíà÷èò, ïðè a = 0 ñèñòåìà èìååò òðè ðåøåíèÿ.
Âòîðîé ñëó÷àé: a = 2. Ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

y x x

x y

= + +
+ =

⎧
⎨
⎩

4 2

4

4

2 2

,

.

x ≠ 0 y > 2, à èç
âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïðè x ≠ 0 ïîëó÷àåì, ÷òî y < 2 .

2 балла.
Верно получены необходи-
мые условия на значения a,
однако в проверке доста-
точных условий допущены
ошибки

Q

O

D

P
A

E
B CQ

O

D

P
A

E
B C

à

–2

–2

2

2

x

yx2 + y2 = 4 y = |x| – 2

–2

–2

2

2

x

yx2 + y2 = 4 y = |x| – 2
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3 балла.
Получен правильный ответ. 
Решение в целом верное, но 
либо недостаточно обосно-
ванное, либо содержит вы-
числительные погрешности

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x ≠ 0 ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.
Çíà÷èò, ïðè a = 4 åñòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå: x = 0, y = 2.

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ

Îòâåò: a = 4.

Критерии проверки решения: C6. Ðåøåíèå:

1 балл.
Составлено, но не решено
верное уравнение в нату-
ральных числах, верный от-
вет приведен

Ïóñòü äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà b ñîñòîèò èç n öèôð.
Òîãäà ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî
b
a

a
b

n
= +

10
, ïîýòîìó 10 2n b a ab( )− = .

2 балла.
Составлено верное уравне-
ние в натуральных числах, из 
которого сделаны существен-
ные выводы для нахождения 
искомой пары чисел, уравне-
ние до конца не решено, но
верный ответ приведен

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî b a a> 2 . Òàê êàê ÷èñ-
ëà a è b âçàèìíî ïðîñòûå, ÷èñëà b a− 2 è ab òîæå âçàèì-
íî ïðîñòûå. (Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p — îáùèé ïðîñòîé
äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë. Òîãäà åñëè p — äåëèòåëü a, òî p
áóäåò äåëèòåëåì b. Åñëè æå p — äåëèòåëü b, òî p áóäåò
äåëèòåëåì a2, çíà÷èò, p — äåëèòåëü a. Ïðîòèâîðå÷èå.)

3 балла.
Получена система необходи-
мых и достаточных условий 
на пару искомых чисел и най-
дено ее решение, но недоста-
точно обоснована его единс-
твенность

Ïîýòîìó b a− =2 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ab n= 10 . Ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ a è b âîçìîæíî òîëüêî
â äâóõ ñëó÷àÿõ:
1) b n= 10 , a = 1, íî â ýòîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî b a− =2 1.
2) b n= 5 , a n= 2 . Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî b a− =2 1 ïðè-
íèìàåò âèä 

5 4 1n n− = , îòêóäà
5

4
1

1

4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

n n

.

Ôóíêöèÿ f n
n

( ) = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

5

4
 âîçðàñòàåò, à ôóíêöèÿ 

g n
n

( ) = + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
1

4
 óáûâàåò.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå f(n) = g(n) èìååò íå áîëåå îäíîãî êîð-
íÿ, è òàê êàê f (1) = g(1), åäèíñòâåííûì êîðíåì óðàâíå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ n = 1.

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ

Îòâåò: a = 2, b = 5.
Âîçìîæíû äðóãèå ôîðìû çàïèñè îòâåòà. Íàïðèìåð:

(2; 5) èëè
5

2
2 5= , èëè 

a
b

=
={ 2

5
,
.
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День 1

АЛГЕБРА

1.1. Числа, корни и степени

1.1.1. Целые числа

1.1.2. Степень с натуральным показателем

1. Ñûðîê ñòîèò 7 ðóáëåé 20 êîïååê. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-
÷åñòâî ñûðêîâ ìîæíî êóïèòü íà 60 ðóáëåé?

2. Íà äåíü ðîæäåíèÿ ïîëàãàåòñÿ äàðèòü áóêåò èç íå÷åòíîãî
÷èñëà öâåòîâ. Ðîçû ñòîÿò 80 ðóáëåé çà øòóêó. Ó Âàíè
åñòü 300 ðóáëåé. Èç êàêîãî íàèáîëüøåãî ÷èñëà ðîç îí ìî-
æåò êóïèòü áóêåò Ìàøå íà äåíü ðîæäåíèÿ?

3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 3 4 128 11 7⋅ : .

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 5 6

30

2 3 2

3 2
a b

a b

( ) ⋅ ( )
( )

.

5. Ñûðîê ñòîèò 6 ðóáëåé 60 êîïååê. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-
÷åñòâî ñûðêîâ ìîæíî êóïèòü íà 80 ðóáëåé?

6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 49 3 1479 12 9⋅ : .

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. 7 ðóáëåé 20 êîïååê = 7,2 ðóáëÿ.

60 7 2
60

7 2

600

72

100

12

25

3
8

1

3
: ,

,
= = = = = ( ) øò. .

Çíà÷èò, íà 60 ðóáëåé ìîæíî êóïèòü íå áîëüøå 8 ñûðêîâ 
ïî 7 ðóáëåé 20 êîïååê.
Îòâåò: 8.

2. 300

80

15

4
3

3

4
= =  (øò.).

Çíà÷èò, 3 — íàèáîëüøåå èç èñêîìûõ ÷èñåë äëÿ áóêåòà 
ðîç.
Îòâåò: 3.

3. 3 4 12 3 2 3 2
3 2

3 2

3 2

3 2
8 11 7 8 2 11 2 7 8 2 11

7 2 7

8 22

7 14

8

⋅ = ⋅ ( ) ⋅( ) = ⋅
⋅

= ⋅
⋅

⋅

⋅: : ==

== ⋅ = ⋅ =3 2 3 256 7688 .

Îòâåò: 768.

4. 5 6

30

5 6

30

5 5 6

30

2 3 2

3 2

3 2 3 2 2

2 3 2 2

6 2 2

2

a b

a b

a b

a b

a( ) ⋅ ( )
( )

=
( ) ⋅ ⋅

( )
= ⋅ ⋅ ⋅

⋅⋅
= ⋅ ⋅( )

a6

2

2

5 5 6

30

= ⋅ =
2

2

5 30

30
5.

Îòâåò: 5.

5. Îòâåò: 12.

6. Îòâåò: 27.

Основные свойства
степеней

1. am ⋅an =am+n;

2. am :an =am −n;

3. (am)n =amn;

4. (ab)n =anbn;

5.
a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

6.
a
b

b
a

n n
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−

.

Таблица степеней чисел
2 и 3

n

2 3

1 2 3

2 4 9

3 8 27

4 16 81

5 32 243

6 64 729

7 128 2187

8 256 6561

9 512 19683

10 1024 59049
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День 2

1.1.3. Дроби, проценты, рациональные числа

Ôëàêîí øàìïóíÿ ñòîèò 160 ðóáëåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî ôëàêîíîâ ìîæíî êóïèòü íà 700 ðóáëåé âî âðåìÿ
ðàñïðîäàæè, êîãäà ñêèäêà ñîñòàâëÿåò 35 %?

2. Øàðèêîâàÿ ðó÷êà ñòîèò 40 ðóáëåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî òàêèõ ðó÷åê ìîæíî áóäåò êóïèòü íà 800 ðóáëåé
ïîñëå ïîâûøåíèÿ öåíû íà 25 %?

3. Øàðèêîâàÿ ðó÷êà ñòîèò 20 ðóáëåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî òàêèõ ðó÷åê ìîæíî áóäåò êóïèòü íà 900 ðóáëåé
ïîñëå ïîâûøåíèÿ öåíû íà 25 %?

4. Ôëàêîí øàìïóíÿ ñòîèò 120 ðóáëåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî ôëàêîíîâ ìîæíî êóïèòü íà 700 ðóáëåé âî âðåìÿ
ðàñïðîäàæè, êîãäà ñêèäêà ñîñòàâëÿåò 35 %?

1

2

3

4
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Ответы: 1. Íàéäåì ñòîèìîñòü îäíîãî ôëàêîíà øàìïóíÿ ñî ñêèäêîé 
35 %:

160 : 100 ∙ 35 = 56 (ðóá.) — ñêèäêà;

160 – 56 = 104 (ðóá.).

Óçíàåì, ñêîëüêî øàìïóíÿ ìîæíî êóïèòü íà 700 ðóáëåé 
âî âðåìÿ ðàñïðîäàæè.

700 104 6
76

104
6

19

26
: .= =  (øò.)

Çíà÷èò, íàèáîëüøåå ÷èñëî ôëàêîíîâ ðàâíÿåòñÿ 6.
Îòâåò: 6.

2. Óçíàåì, íà ñêîëüêî ïîäîðîæàëà ðó÷êà:

40 100 25 10: ⋅ = (ðóá.).

Íàéäåì öåíó ðó÷êè ïîñëå ïîäîðîæàíèÿ:

40 10 50+ = (ðóá.).

Îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî ðó÷åê, êîòîðûå ìîæíî êóïèòü íà 
800 ðóáëåé ïîñëå ïîäîðîæàíèÿ:

800

50
16= (øò).

Îòâåò: 16.

3. Îòâåò: 36.

4. Îòâåò: 8.

Основные задачи на проценты

Çàäà÷à Ïðèìåð

Íàõîæäåíèå ïðîöåíòà
îò ÷èñëà 25 % îò ÷èñëà 300 ðàâíî 

25 300

100
75

⋅
=

Íàõîæäåíèå ÷èñëà
ïî äàííîìó ïðîöåíòó

Åñëè 25 % êàêîãî-íèáóäü ÷èñëà ðàâíî 30, òî ÷èñëî ðàâíî

100 30

25
120

⋅
=

Íàõîæäåíèå
ïðîöåíòíîãî îòíîøåíèÿ ×èñëî 15 ñîñòàâëÿåò 

15

75
100 20⋅ =% % îò ÷èñëà 75

Óâåëè÷åíèå íà p % Åñëè ÷èñëî 200 óâåëè÷èòü íà 30 %, òî ïîëó÷èì ÷èñëî:
200 (1+ 0,3)= 200 ⋅ 1,3= 260

Óìåíüøåíèå íà p % Åñëè ÷èñëî 120 óìåíüøèòü íà 30 %, òî ïîëó÷èì ÷èñëî:
120 ⋅ (1 − 0,3) = 120 ⋅ 0,7= 84

Ôîðìóëà ñëîæíûõ 
ïðîöåíòîâ

Åñëè íà÷àëüíûé âêëàä 1000 è ãîäîâîé ïðîöåíò 20, òî â êîíöå 3-ãî
ãîäà âêëàä ñîñòàâèò:

1000 1
20

100
1728

3

⋅ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

Преобразование 
процентов

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïè-
ñàòü ïðîöåíòû äåñÿ-
òè÷íîé äðîáüþ èëè 
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, 
íóæíî ÷èñëî, êîòî-
ðîå ñòîèò ïåðåä çíà-
êîì «%», ðàçäåëèòü 
íà 100:
27 % =27 : 100= 0,27;
200 % = 200 : 100 =2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðà-
çèòü ÷èñëî â ïðîöåí-
òàõ, íóæíî åãî óìíî-
æèòü íà 100 %:

0,15=0,15 ⋅ 100 % =
= 15 %;

1,7=1,7 ⋅100 %=
=170 %.
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День 3

1.1.4. Степень с целым показателем

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
x x

x

5 7

11

⋅
ïðè x = 4.

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
x x

x

8 6

16

⋅
ïðè x = −4 .

3*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
0 04 5

125 5

7 6

5 3

,
.

( ) ⋅

−( ) ⋅ −( )−

*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 12 46 3 7 2
a a y− − −

⋅ −( )  ïðè
a = 4728, y = −1.

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
x x

x

9 5

10

⋅
ïðèx = 3.

6*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
18 2

36 9

6 8

3 9

⋅
⋅

−

− .

1

2

3

4

5

6

** Çäåñü è äàëåå, çàäàíèÿ, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé, ñîñòàâëåííû Òðåòüÿê È. Â.,
Âèíîãðàäîâîé Ò. Ì.
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Ответы:
1. x x

x

x

x

x

x
x x x

5 7

11

5 7

11

12

11
12 11 1⋅ = = = = =

+
− ;

ïðè x = 4
x x

x

5 7

11
4

⋅ = .

Îòâåò: 4.

2. x x

x

x

x

x

x
x x

x

8 6

16

8 6

16

14

16
14 16 2

2

1⋅ = = = = =
+

− − ;

ïðè x = −4
1 1

4

1

16
0 0625

2 2x
=

−( )
= = , .

Îòâåò: 0,0625.

3.
1

25
5

5 5

1

5
5

5 5

5

7
6

3 5 3

2

7
6

15 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅

−( )( ) ⋅ −( )
=

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅

−( ) ⋅ −( )
=− −

−22 7 6

15 3

14 6

12

14 6

12

8

5

5

5 5

5

5

1

5

5

1

5

( ) ⋅

−( )
= ⋅

−( )
=

=

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
⎛

− +

−

−

− + −

⎝⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⋅ = = =
−

− +
12

8 12

12
8 12 45 5

1
5 5 625.

Îòâåò: 625.

4. 12 4 12
1

4

12 1

1 16

6 2
3 2 7 2 6

2
6 14

3

4

a a y a a y− − − − − − −−( ) ( ) ( ) = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= ⋅
⋅

aa a y a y y− = =6 6 14 0 14 143

4
0 75, ;

ïðè y = −1 0 75 0 75 1 0 75 1 0 7514 14
, , , , .y = ⋅ −( ) = ⋅ =

Îòâåò: 0,75.

5. Îòâåò: 81.

6. Îòâåò: 16.

Основные свойства
степеней

am ⋅an =am+n;

am :an =am − n;

(am)n =amn;

(ab)n =anbn;

a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

a
b

b
a

n n
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−

.
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День 4

1.1.5. Корень степени n>1 и его свойства

1*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 5 2 6 5 2 6
2

− − +( ) .

2. Íàéäèòå h x h x5 5+( ) + −( ) , åñëè h x x x( ) = + −3 3 10.

3*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 1 2 3 2 25 10− ⋅ + .

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
m

m m9 18⋅
ïðè m = 64 .

5*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2 3 7 4 33 6− ⋅ + .

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. 5 2 6 2 5 2 6 5 2 6 5 2 6

2 2
−( ) − − + + +( ) =

5 2 6 2 5 2 6 5 2 6 5 2 6= − − − + + + =( )( )

= − − − ( ) + + = − − ⋅ =5 2 6 2 5 2 6 5 2 6 10 2 25 4 62
2

= − − = − = − ⋅ =10 2 25 24 10 2 1 10 2 1 8.

Îòâåò: 8.

2. h x h x

x x x x

x x x

5 5

5 5 10 5 5 10

5 5 5

3 3 3 3

3 3

+( ) + −( ) =
= + + + − + − + − − =

= + + − + − −( )33 3

3 3 3 3

5

5 5 5 5 0

+ − − =

= + + − − − − + =

x

x x x x .

Îòâåò: 0.

3. 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1

1 2 2 1 1 2 1 2

1

5 10 5 210

5 210 5 5

− ⋅ + + = − ⋅ ( ) + + =

= − ⋅ +( ) = − ⋅ + =

= −−( ) +( ) = − ( ) = − = − = −2 1 2 1 2 1 2 1 15 2
2

5 5 5 .

Îòâåò

4. Îòâåò: 4.

5. Îòâåò: 1.

Основные свойства арифметических корней n-й степени
(n  2, n ∈∈ N  )N

1. a an
n

2
2( ) = , åñëè a 0;

a an
n

2 1
2 1

−
−( ) = ,  ãäå a ∈R;

3. a amn mknk= ,
a  0, m ∈ Z, k∈ N;

6. ab a bn n n= ⋅ ,
ãäå a 0, b 0;

2. a a
a a

a a
nn 22 0

0
= =

− <
⎧
⎨
⎩

,
,
åñëè

åñëè

,

;

a ann 2 12 1 −− = ,  ãäå a∈R;

4. a akn nk= ,
k∈N, k 2, a  0;

7. 
a
b

a

b
n

n

n
= ,

ãäå a 0, b> 0.

5. a an
k

kn( ) = ,
k∈ N, k 2, a  0;

Формулы сокращенного 
умножения

(a+b) (a−b) =
=a2 −b2;

(a ± b)2 =
=a2 ± 2ab+b2;

(a ± b) (a2 +ab+b2) =
=a3 ± b3;

(a ± b)3 =
=a3 ± 3a2b+3ab2 ± b3

(a+b+c)2 =
=a2 +b2 +c2 +2ab+

+ 2ac+ 2bc.
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День 5

1.1.6. Степень с рациональным показателем 

и ее свойства

1.1.7. Свойства степени с действительным 

показателем

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
3

9

6 5

2 25

,

,
.

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 4 46 7 5 6+ − −⋅ .

3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
6

1

3

1

12

1

4

n

n n⋅
ïðè n > 0.

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 35 7 54 7 5 7 3 7− −⋅, , ,: .

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
3

2 35

2 6

a a

a

( )
,

ïðè a > 0 .

6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 7 49
4

9

5

18⋅ .

7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
9

1 5

4 2

2 7
b b

b

( ) ⋅,

,

,

ïðè b > 0.

1

2

3

4

5

6

7
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Ответы:
1. 3

3

3

3

3

3
3 3 9

6 5

2 2 25

6 5

2 2 25

6 5

4 5
6 5 4 5 2

,

,

,

,

,

,
, , .

( )
= = = = =⋅

−

Îòâåò

2. 4 4 4 166 7 5 6 6 7 5 6 2+ + − − + − −= = =( ) .

Îòâåò: 16.

3. 6 6 6 6
6

1

3

1

12

1

4

1

3

1 3

12

1

3

4

12

1

3

1

3

n

n

n

n

n

n

n

n
+ += = = = .

Îòâåò: 6.

4. 5 7 7 5 5 7 7 5

5 7

4 7 5 7 3 7 4 7 4 7 5 7 3 7

4 7 4 7 5

⋅( ) ⋅ = ⋅ ⋅ =
= ⋅

− − − − −

− − +

, , , , , , ,

, ,

: :
,, , , ( , )

, ,

:

, ,

7 3 7 4 7 3 7 1

4 7 3 7 1

5 5 7

5 7 5 7
1

5
7 0 2 7 1

− − − −

− + −

= ⋅ =

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = 44.

Îòâåò: 1,4.

5. 3 3 3
3

2 2
3

5

2 6

2 0 6

2 6

2 6

2 6

( ) ⋅
= ⋅ ⋅ = =

a a

a

a a

a

a

a,

,

,

,

,
.

Îòâåò: 3.

6. Îòâåò: 7.

7. Îòâåò: 27.

Основные свойства
степеней

am ⋅an =am+ n;

am :an =am − n;

(am)n =amn;

(ab)n =anbn;

a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

a
b

b
a

n n
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−

.
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День 6

1.2. Основы тригонометрии

1.2.1. Синус, косинус, тангенс и котангенс 

произвольного угла

1*. Íàéäèòå ñèíóñ íàèìåíüøåãî óãëà åãèïåòñêîãî òðåóãîëüíè-
êà (ñòîðîíû 3,4,5).

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠ =C 90D, AB = 25, BC = 24.
òå cos .A

3. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ( )AC BC=  îñíîâà-

íèå AB = 30 , cos A = 5

13
. Íàéäèòå âûñîòó CH.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90D , AB = 25 , BC = 7 .
Íàéäèòå cos A .

5. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC AC BC= , AB = 72 ,

cos A = 12

13
. Íàéäèòå âûñîòó CH.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Ïóñòü â +ABC ∠ =C 90D , AB = 5,
BC = 3, AC = 4.
Ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå íàèìåíüøèé
óãîë ëåæèò ïðîòèâ ìåíüøåé ñòîðîíû,
òî óãîë A  — íàèìåíüøèé.

sin , .A
BC
AB

= = =3

5
0 6

Îòâåò: 0,6.

2. Ïî îïðåäåëåíèþ cos A
AC
AB

= ,

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàéäåì ñòîðî-
íó AC :

AC AB BC2 2 2= − ;

AC = − = −( ) +( ) = =25 24 25 24 25 24 49 72 2 .

Ïîýòîìó cos ,A = = ⋅
⋅

=7

25

7 4

25 4
0 28 .

Îòâåò: 0,28.

3. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå âûñîòà, 
ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, ÿâëÿåòñÿ ìå-
äèàíîé. Ïîýòîìó AH HB= = 15.

cos ; ;A
AH
AC AC

= = 
5

13

15

AC = ⋅ =13 15

5
39;

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç + DCHA CHA ( )∠ = 90

CH AC AH2 2 2= − ; CH = − =39 15 362 2 .

Îòâåò: 36.

4. Îòâåò: 0,96.

5. Îòâåò: 15.

A

B

C

3

4

5

A

B

C

3

4

5

A

B

C

24
25

A

B

C

24
25

A B

C

H15
A B

C

H15

Прямоугольные 
треугольники

x

c
y

β

α

β = 90° − α; 
x = c ⋅ cos α;
y = c ⋅ sin α.

a

x
y

α

β

α = 90° − β; 
y = a ⋅ tg ⋅ α; 

x
a

=
cos α

.

a

y
x

α

β

β = 90° − α;
x = a ⋅ ctg α; 

y
a

=
sin α

.

x

c
a

β

α

x c a= −2 2 ;

sin ;α = a
c

cosβ =
a
c

.

a

x
b

α

ββ

x a b= +2 2 ;

tg α = a
b

; tgβ =
b
a

.
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День 7

1.2.2. Радианная мера угла. Синус, косинус, 

тангенс и котангенс угла

1*. Íàéäèòå ãðàäóñíóþ ìåðó óãëà A , åñëè

A = + + +π π π π
18 10 12 15

.

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 24 2
3 4

cos sin−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
.

3*. Íàéäèòå sin ,
5

2

π α−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

åñëè sin ,α = 0 8  è α π π∈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

; .

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 36 6
6 4

tg sin
π π⋅ .

5*. Íàéäèòå tg α, åñëè cos α = 1

10
è α π π∈ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

3

2
2; .

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Çàìåòèì, ÷òî π ðàä = °180 , ïîýòîìó

π π π π
18 10 12 15

180

18

180

10

180

12

180

15
+ + + = ° + ° + ° + ° =

10 18 15 12= ° + ° + ° + °° = °55 .

Îòâåò: 55.

2. 24 2
3 4

24 2
3 4

cos sin cos sin−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − ⋅ =π π π π

24 2
1

2

2

2
1= − ⋅ ⋅ = − 22.

Îòâåò: −12.

3. sin sin sin
5

2

4

2 2
2

2

π α π π α π π α−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

sin(
2

π α= − )) cos .= α

sin , ,α = 0 8 ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó cos sin ,2 21α α= −

ïîëó÷èì cos , , , .2 2
1 0 8 1 0 64 0 36α = − ( ) = − =

÷òî α π π∈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

; , cos , , .α = − = −0 36 0 6

Îòâåò: – 0,6.

4. Îòâåò: 36.

5. Îòâåò: 3.

Значения синуса, косинуса, 
тангенса и котангенса некоторых углов

t, ðàä 0
π
6

π
4

π
3

π
2

π
3

2

π
2π

t, ãðàä 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

Ç
í
à÷

åí
è
ÿ

sin t 0
1

2
2

2

3

2
0 −1 0

cos t 1
3

2

2

2

1

2
−1 0 1

tg t 0
1

3
1 3 — 0 — 0

ctg t — 3 1
1

3
0 — 0 —

Радианное измерение
углов

π π
π

π

π

π
π

π

π ðàäèàí =180°,

1 ðàäèàí =
180°

π
≈

≈ 57°17′45′′,

1
180

0 01745° = ≈
π

, .

Градусы Радианы

0 0

30° π
6

45° π
4

60° π
3

90° π
2

120° 2

3

π

135° 3

4

π

150° 5

6

π

180° π
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День 8

1.2.4. Основные тригонометрические тождества

1*. Íàéäèòå cos ,α åñëè tg ,α = 3

4
α π π∈ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

; .
3

2

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90D , AB = 15 ,

BC = 3 21. Íàéäèòå cos A .

3*. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB = BC) cos ,A = 5

13

âûñîòà BH = 24. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

4*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 

4

8 4

sin cos

cos sin
,

α α
α α

−
+

åñëè tg .α = 3

5. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ îñíîâàíèåì AC áî-

êîâàÿ ñòîðîíà AB ðàâíà ÂÑ è ðàâíà 11, à cos A = 85

11
.

Íàéäèòå âûñîòó, ïðîâåäåííóþ ê îñíîâàíèþ.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó 1
12
2

+ =tg
cos

α
α

, îòñþäà

cos .2
2

1

1
3

4

1

1
9

16

1
25

16

16

25
α =

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
+

= =

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α π π∈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; ,
3

2
cos , .α = − = − = −16

25

4

5
0 8

Îòâåò: –0,8.

2. Ïîñêîëüêó äëÿ óãëà À èçâåñòíû ïðîòèâî-
ëåæàùèé êàòåò BC  è ãèïîòåíóçà AB ,
íàéäåì sin A :

sin ;A
BC
AB

= = =3 21

15

21

5

cos sin .2 2

2

1 1
21

5
1

21

25

4

25
A A= − = −

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= − =

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óãîë A < 90D, cos , .A = =2

5
0 4

Îòâåò

3. Ðàññìîòðèì +AHB,  ( ∠ =AHB 90D, ïî-

ñêîëüêó BH — âûñîòà). cos .A = 5

13
Èñïîëüçóåì ôîðìóëó

1
12
2

+ =tg
cos

A
A

 èëè

tg
cos

;2
2 2

1
1

1

5

13

1
169

25
1

144

25
A

A
= − =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− = − =

tg A = 12

5
 (óãîë A < 90D ). tg ;A

BH
AH

= ;
12

5

24=
AH

;

AH = ⋅ =5 24

12
10. AC = 20, ò. ê. BH  ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà. 

AB BH AH2 2 2 2 224 10 676= + = + = ; AB = 26.

PABC = + + =26 26 20 72.
Îòâåò

4. Îòâåò: 0,55.

5. Îòâåò: 6.

A

B

C

15
3 21

A

B

C

15
3 21

A C

B

H

24

A C

B

H

24

Знаки синуса, косинуса,
тангенса и котангенса

sinα > 0
cosα > 0
tgα > 0
ctgα > 0

sin α > 0
cos α< 0
tg α< 0
ctg α< 0

sin α< 0
cosα< 0
tgα> 0
ctgα > 0

sinα< 0
cosα > 0
tgα < 0
ctgα < 0

III

III IV

Соотношение между
тригонометрическими

функциями одного и того
же аргумента

sin2 α +cos2 α = 1, 
α ∈ R;

tg
sin

cos
α

α
α

= ,

α
π

π≠ +
2

n, n ∈Z;

ctg
cos

sin
α

α
α

= , α ≠ πn,

n∈Z;

tg α ⋅ ctg α = 1, 

α
π

≠
n
2

, n∈ Z;

1
12

2
+ =tg

cos
α

α
,

α
π

π≠ +
2

n, n∈Z;

1
12

2
+ =ctg

sin
α

α
,

α ≠ πn, n∈ Z.
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День 9

1.2.5. Формулы приведения

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2 3 300tg − °( ).

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
5 29

61

cos

sin

°
°

.

3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 

5 7 11
3

2
sin cosα π π α−( ) − +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
, åñëè sin ,α = −0 25 .

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
8

27

4

31

4
sin cos−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
.

5. Íàéäèòå tg α π+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

5

2
, åñëè tg ,α = 0 4 .

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. 2 3 300 2 3 300 2 3 270 30tg tg tg− °( ) = − ° = − ° + °( ) =

2 3 30 2 3 3 6ctg .= ° = ⋅ =
(Èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèÿ: tg tg−( ) = −α α
è tg ctg270° +( ) = −α α .

Îòâåò: 6.

2. Çàìåòèì, ÷òî 29 90 61° = ° − °,  ïîýòîìó

5 29

61

5 90 61

61

5 61

61
5

cos

sin

cos

sin

sin

sin
.

°
°

=
° − °( )

°
= °

°
=

Îòâåò

3. Èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî ïåðèîä ôóíêöèè sin x ðàâåí 2π, âû-
äåëèì â çàäàííîì àðãóìåíòå ÷èñëî, êðàòíîå ïåðèîäó, ò. å. 
6π è, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå sin sin ,−( ) = −α α ïîëó÷èì: 

sin sin sin sin .α π π α π π α π α−( ) = − −( ) = − + −( ) = − −( )7 7 6

Èìååì: 

− −( ) − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=5 7 11
3

2
sin cosα π π α

= − −( ) − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −5 11
3

2
sin cosπ α π α 55 11sin sinα α− =

16 16 0 25 4sin , .α α= − = − ⋅ −( ) =

Îòâåò: 4.

4. Îòâåò: −16.

5. Îòâåò: −2,5.

Формулы приведения

Óãîë t
π α
2

− π α
2

+ π − α π + α
3

2

π α− 3

2

π α+ 2π − α 2π + α

Ô
ó
í
ê
ö
è
è

sin t cos α cos α sin α −sin α −cos α −cos α −sin α sin α

cos t sin α −sin α −cos α −cos α −sin α sin α cos α cos α

tg t ctg α −ctg α −tg α tg α ctg α −ctg α −tg α tg α

ctg t tg α −tg α −ctg α ctg α tg α −tg α −ctg α ctg α
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День 10

1.2.6. Синус, косинус и тангенс суммы и разности 

двух углов

1.2.7. Синус и косинус двойного угла

1*. Âû÷èñëèòü: 
tg tg

tg tg
.

58 13

1 58 13

° − °
+ ° ⋅ °

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
36 102 102

204

sin cos

sin
.

° °
°

3. Íàéäèòå 9 2cos α , åñëè cos α = 1

3
.

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
24 17 17

34

2 2sin cos

cos
.

° − °( )
°

Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
10 6

3

sin

cos
,

α
α

åñëè 

sin , .3 0 6α =

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó tg

tg tg

tg tg
α β α β

α β
−( ) = −

+ ⋅1
. Òîãäà

tg tg

tg tg
tg tg .

58 13

1 58 13
58 13 45 1

° − °
+ ° °

= ° − °( ) = ° =

Îòâåò: 1.

2. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó 2 2sin cos sinα α α= .
Òîãäà 

36 102 102

204

18 2 102 102

204

18 2

sin cos

sin

sin cos

sin

sin

° °
°

= ⋅ ° °
°

=

= ⋅ 004

204
18

°
°

=
sin

.

Îòâåò: 18.

3. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó

1 2 2 2+ =cos cosα α , èëè cos cos .2 2 12α α= −

Òîãäà 9 2 9 2 1 9
2

9
1 9

7

9
72cos cos .α α= −( ) = ⋅ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −

Îòâåò −7.

4. Îòâåò: −24.

5. Îòâåò: 12.

Формулы сложения

sin (α ± β)= sin α cos β ± cos α sin β;

cos (α ± β)= cos α cos β ±sin α sin β;

tg( )
tg

t
α β

α
± =

1 ∓
, β, α β

π
π± ≠ +

2
n, n∈Z;

ctg( )
ctg ctg

ctg ctg
α β

α β
α β

± =
±

∓ 1 , α, β, α ± β ≠ πn, n∈ Z.

Формулы двойного угла

sin 2α = 2sin α cos α;

cos 2α = cos2 α −sin2 α;

tg
tg

tg
2

2

1 2
α

α
α

=
−

,

α
π π

≠ +
4 2

n , α
π

π≠ +
2

n, n∈Z;

ctg
ctg

ctg
2

1

2

2

α
α

α
=

− , α
π

≠
n
2

, n∈Z.
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День 11

1.3. Логарифмы

1.3.1. Логарифм числа

1.3.2. Логарифм произведения, частного, степени. 

Десятичный и натуральный логарифмы. Число e

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log
136 13 .

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
log

log
3

3

18

2 2+
.

3*.  Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ e
e

4 1

3
8

2
log

ln

.
+

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 53 25+log .

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
log

log
log , .3

3
7

5

7
0 2+

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. Çàìåòèì, ÷òî 13 136

1

6= , ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó

log log ,
a ak b

k
b= 1

ïîëó÷èì 
log log log

13
13

136 1

6

13 13 6 13 6 1 6= = = ⋅ = .

Îòâåò: 6.

2. Ïóñòü M =
+
log

log
3

3

18

2 2
. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî 2 â âèäå ëîãà-

ðèôìà ïî îñíîâàíèþ 3, ò. å. 2 93= log , òîãäà

M =
+

log

log log
3

3 3

18

9 2
.

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ëîãàðèôìà ïðîèçâåäåíèÿ, ò. å. 

log log log ,a a abc b c( ) = + ïîëó÷èì

M =
⋅

+
=

+

+
=

log

log log

log log

log log
.3

3 3

3

3 3

9 2

9 2

9 2

9 2
13

Îòâåò: 1.

3. Ïóñòü M e
e=

+4 1

3
8

2
log

ln

. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñòåïåíè 

a a am n m n+ = ⋅  è (am)n = am∙n, ïîëó÷èì 

M e e
e=

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⋅ ( )

1 4

8
1

32
log ln ,

ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû log
loga

b

b
a

= 1
è a ba blog = , ïîëó÷àåì

M e= ( ) ⋅ = ( ) ⋅ = ⋅ =ln .2
4 1

3
4

38 2 8 4 2 8

Îòâåò: 8.

4. Îòâåò: 250.

5. Îòâåò: 0.

log
log

loga
c

c

b
b

a
= ,

log
lg

lga b
b
a

=

a ba blog =

log log log ,a a a

b
c

b c= −

log loga
p

ab p b= ⋅ ,

Формула перехода
к новой основе

log
log

loga
c

c

b
b

a
= ,

b > 0, a > 0,
a ≠ 1, c > 0, c ≠ 1.

log
lg

lga b
b
a

= .

Основное логарифми-
ческое тождество

a ba blog = ,

10lg b = b.

Свойства логарифмов

1. loga 1 = 0,
loga a = 1, 

ãäå a > 0, a ≠ 1.

2. Ëîãàðèôì ïðî-
èçâåäåíèÿ.

loga (bc) =
= loga b + loga c, 
ãäå a > 0, a ≠ 1,

b > 0, c > 0.

3. Ëîãàðèôì ÷àñò-
íîãî.

log log log ,a a a

b
c

b c= −

ãäå a > 0, a ≠ 1,
b > 0, c > 0.

4. Ëîãàðèôì ñòå-
ïåíè.

log loga
p

ab p b= ⋅ ,
ãäå b > 0, a > 0,

a ≠ 1, p ∈ R.
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День 12

1.4. Преобразование выражений

1.4.1. Преобразование выражений, включающих 

арифметические операции

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2 6x y z+ + ,  åñëè 4 5x y+ = ,
12 7z y+ = .

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ  q b q b( ) ( )− − +2 2 , åñëè 
q b b( ) = 3 .

3. Íàéäèòå 2 7 2p x p x−( ) − ( ), åñëè p x x( ) = − 3.

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 5 2 2 5p x p x( ) − +( )( ),  åñëè
p x x( ) = − 10 .

5. Íàéäèòå p x p x−( ) + −( )7 13 ,  åñëè p x x( ) = +2 1.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. 2 6
1

2
2 2 6

1

2
4 2 12x y z x y z x y z+ + = ⋅ + +( ) = + +( ) =

1

2
4 12

1

2
5 7x y y z= + + +( ) = +( ) == ⋅ =1

2
12 6.

Îòâåò: 6.

2. Ïî óñëîâèþ q b b( ) = 3 , òîãäà 

q b b b−( ) = −( ) = −2 3 2 3 6;

q b b b+( ) = +( ) = +2 3 2 3 6.

Ñëåäîâàòåëüíî, 

q b q b b b b b−( ) − +( ) = − − +( ) = − − − = −2 2 3 6 3 6 3 6 3 6 12.

Îòâåò: −12.

3. Òàê êàê p(x) = x − 3, òî

p x x x−( ) = − − = −7 7 3 10;

2 7 2 10 2 20p x x x−( ) = ⋅ −( ) = − ;

p x x2 2 3( ) = − .

Èòàê,

2 7 2 2 20 2 3 2 20 2 3 17p x p x x x x x−( ) − ( ) = − − −( ) = − − + = − .

Îòâåò: −17.

4. Îòâåò: 0.

5. Îòâåò: 14.

Умножение одночлена
на многочлен

c ac
b ab

a
a (b+c)=ab+ac.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óì-
íîæèòü îäíî÷ëåí íà 
ìíîãî÷ëåí, íóæíî 
êàæäûé ÷ëåí ìíî-
ãî÷ëåíà óìíîæèòü 
íà ýòîò îäíî÷ëåí è 
ïîëó÷åííûå îäíî-
÷ëåíû ñëîæèòü.

2x(3x2+2x− 3)=
=6x3 + 4x2 −6x.

Умножение много-
члена на многочлен

d ad bd
c ac bc

a b
(a+b) (c+d)=

 =ac+ad+bc+bd.

Äëÿ òîãî ÷òîáû óì-
íîæèòü ìíîãî÷ëåí 
íà ìíîãî÷ëåí, íóæ-
íî êàæäûé ÷ëåí 
îäíî ãî ìíîãî÷ëåíà 
óìíî æèòü íà êàæ-
äûé ÷ëåí äðóãîãî 
ìíîãî÷ëåíà è ïîëó-
÷åííûå îäíî÷ëåíû 
ñëîæèòü.

(3x−2) (2x−3) = 
= 6= x2−9x−4x+6+ =
= 6x2 −13x+6.
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День 13

1.4.2. Преобразование выражений, включающих 

операцию возведения в степень

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 49 4 1962 3⋅ : .

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 4 11 448 10 8⋅ : .

3*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

5 2 5 2 5 33 3 3 2− − −+( ) −( ) − +( ) .

4*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 

2

2 7

2 2

2 14 2 49

49 2

2 9

14 2

2 7

3

3

3

6 3

6

3

3

3

−

−

−

− −

−

−

−

−
− ⋅

− ⋅ +
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
⋅ −

−
+ ⋅

−
.

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 4 49 1967 7 6⋅ : .

6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 3 4 128 11 7⋅ : .

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. 7 2 49 4 7 2 7 2
7 2

7 2
7 22 2 2 3 4 6 2 2

4 6

2 2
4 2 6 2( ) ⋅ ( ) ⋅( ) = ⋅ ⋅( ) = ⋅

⋅
= ⋅ =− −: :

7 22= ⋅ 44 49 16 784= ⋅ = .

Îòâåò: 784.

2. 4 11

4 11

4 11

4 11
11 11 121

8 10

8

8 10

8 8

10 8 2⋅

⋅( )
= ⋅

⋅
= = =− .

Îòâåò: 121.

3. 5 2 5 2 3 5 33 2 2 3 2 3 2− − −( ) − − ( ) + ⋅ ⋅ +( ) =

5 4 5 6 5 9 13 6
1

5
6 6 3

3
− − −= − − − ⋅ − = − − ⋅ = −− − =13

6

125

= − − = −13 0 048 13 048, , .

Îòâåò: −13,048.

4. Ïóñòü 2 3− = a,  óïðîñòèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå: 

a
a

a

a a

a
a

a
a

a
a

a

a

−
−

− +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ −
−

+
−

=

=
−

−
−( )

⎛

⎝⎜
⎞

⎠

7

2

14 7

49

9

14

7

7

2

7

2 2

2

2 ⎟⎟ ⋅ −( ) +( )
−

+
−

=

= −( ) −( ) −( ) +( )
−( ) −( )

+

7 7

9

14

7

7 2 7 7

7 9
2

a a
a

a
a

a a a a a

a a

114

7

9 7

7 9

14

7

9 7

7 9

2

a
a

a a a

a a
a

a

a a a

a a

−
=

= −( ) +( )
−( ) −( ) +

−
=

−( ) +( )

−( ) −(( )
−

−
=

= + −
−

= −
−

= −( )
− −( ) = −

14

7

7 14

7

7

7

7

7

2 2

a
a

a a a
a

a a
a

a a
a

a.

Ïðè a = −2 3 − = − = − = − = −−
−a 2
1

2

1

8
0 1253

3
, .

Îòâåò: −0,125.

5. Îòâåò: 196.

6. Îòâåò: 768.

a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

a
b

b
a

n n
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−

Свойства степеней

am ⋅an =am+ n;

am :an =am−n;

(am)n =amn;

(ab)n =anbn;

a
b

a
b

n n

n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

a
b

b
a

n n
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−

.

Ôîðìóëû 
ñîêðàùåííîãî 

óìíîæåíèÿ

(a+b) (a−b) =
=a2 −b2;

(a ± b)2 =
=a2 ± 2ab+b2;

(a ± b) (a2 +ab+b2) =
=a3 ± b3;

(a ± b)3 =
=a3 ± 3a2b+3ab2 ± b3

(a+b+c)2 =
=a2 +b2 +c2 +2ab+

+ 2ac+ 2bc.
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День 14

1.4.3. Преобразование выражений, включающих 

корни натуральной степени

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
15 7

2

285 207

435

a a

a

−
ïðè

a > 0.

2. Íàéäèòå
g x
g x

2

2

−( )
+( ) , åñëè g x x x( ) = −( )43  ïðè x = 2 .

3*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
7 2

7 2

11 4 7

3

−
+

− −
.

4*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
3 8

9 2 3 4
3

3 3
3−

+ +
− .

5*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
16 5

7

32 483

812

m m

m

+

⋅
.

6*. Íàéäèòå
q x
q x

3

3

+( )
−( ) , åñëè q x x x( ) = −( )65 .

1

2

3

4

5

6
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Ответы:
1. 15 7

2

15 7

2

8

2
4

5 28 7 20

35 4

140 140

140

140

140

⋅ − ⋅
⋅

= − = =
⋅ ⋅

⋅
a a

a

a a

a

a

a
.

Îòâåò: 4.

2. Òàê êàê ïî óñëîâèþ g x x x( ) = −( )43  ïðè x ≠ 2,  òî: 

g x x x x x2 2 4 2 2 23 3−( ) = −( ) − −( )( ) = −( ) +( );

g x x x x x2 2 4 2 2 23 3+( ) = +( ) − +( )( ) = +( ) −( );

g x
g x

x x

x x

x x

x x

2

2

2 2

2 2

2 2

2 2

3

3
3

−( )
+( ) = −( ) +( )

+( ) −( )
=

−( ) +( )
+( ) −( )

= 11 13 = .

Îòâåò: 1.

3. Îñâîáîäèìñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå ïåðâîé 
äðîáè:

7 2 7 2

7 2 7 2

11 4 7

3

7 2

7 2

11 4 7

3

2

2 2

−( ) ⋅ −( )
+( ) ⋅ −( ) − − = −( )

( ) −
− − =

7 4 7
2

=
( ) − ++

−
− − = − − − =

4

7 4

11 4 7

3

11 4 7

3

11 4 7

3
0.

Îòâåò: 0.

4. 3 2

3 2 3 2
3

3 2 3 2 3 2

3 2 3 2

3
3 3

3
2 3 2

3

3 3
2 3 2

3
2 3 2

( ) −

( ) + +
− =

−( ) ⋅ ( ) + +( )
( ) + +

− 333 =

3 2 3 23 3= − − = − .
Îòâåò: −2.

5. Îòâåò: 3.

6. Îòâåò: 1.

a an
n

2
2( ) = ,

a an
n

2 1
2 1

−
−( ) = ,

a akn nk= , ab a bn n n= ⋅ ,

a a
a a

a a
nn 22 0

0
= =

− <
⎧
⎨
⎩

,
,
åñëè

åñëè

,

;

a ann 2 12 1 −− = ,

a an
k

kn( ) = , a
b

a

b
n

n

n
= ,

a amn mknk= ,

Основные свойства арифметических корней n-й степени
(n 2, n ∈ ∈ N  )N

1. a an
n

2
2( ) = ,  åñëè a  0,

a an
n

2 1
2 1

−
−( ) = , ãäå a∈R

4. a akn nk= ,
k∈ N, k 2, a  0

6. ab a bn n n= ⋅ ,
ãäå a 0, b 0

2. a a
a a

a a
nn 22 0

0
= =

− <
⎧
⎨
⎩

,
,
åñëè

åñëè

,

;

a ann 2 12 1 −− = , ãäå a∈R

5. a an
k

kn( ) = ,
k∈N, k 2, a  0

7. 
a
b

a

b
n

n

n
= ,

ãäå a 0, b> 0

3. a amn mknk= ,
a  0, m ∈Z, k ∈N
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День 15

1.4.4. Преобразование тригонометрических 

выражений

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ − − °( )18 2 135sin .

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
4 16 16

32

sin cos

sin
.

° ⋅ °
°

3. Íàéäèòå26
3

2
cos

π +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

α , åñëè cos α = 12

13
è α ∈ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

3

2
2

π π; .

4*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 

sin

cos

cos

sin

sin sin

cos

α
α

α
α

α α
α3 3

5 7

2
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⋅ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

α = 60D .

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
50 179 179

358

sin cos

sin

° ⋅ °
°

.

6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 7 2
2

cos sinπ α π α+( ) − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
,

åñëè cos α = − 1

3
.

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. − ⋅ − °( ) = − − ° − °( )( ) =18 2 135 18 2 180 45sin sin

= ° = ⋅ ⋅ =18 2 45 18 2
1

2
18sin .

Îòâåò: 18.

2. 2 2 16 16

32

2 32

32
2

⋅ ° ⋅ °
°

= °
°

=sin cos

sin

sin

sin
.

Îòâåò: 2.

3. 26
3

2
26cos sin ;

π α α+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= sin cos ;α α= −−
+ 1 2  òàê êàê 

α π π∈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

2
2; , òî

sin cosα α= − − = − − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − − =1 1
12

13
1

144

169
2

2

= − − = − =169 144

169

25

169
−− 5

13
.

Îòâåò − 5

13
.

4. Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî y x= cos  — ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ò. å.  
cos cos−( ) =x x .

sin sin cos cos

cos sin

sin cos

cos

α α α α
α α

α α α α

α
⋅ +

⋅
⋅

+ −

=

=

3 3

3 3

2
5 7

2

5 7

2
2

ccos

sin

sin cos

cos

cos

sin

sinα α

α

α α
α

α

α

−( )
⋅ ⋅ −( )

= −( )
⋅3

1

2
6

2 6

2

2
1

2
6

2 66

2

2 4 6

6 2
4

α α
α

α α α
α α

α

⋅ =

= ⋅ ⋅
⋅

=

cos

cos

cos sin cos

sin cos
cos .

α = °60 4 4 60 4
1

2
2cos cosα = ° = ⋅ = .

Îòâåò: 2.

5. Îòâåò: 25.

6. Îòâåò: 
5

3
1

2

3
1 6= = ( ), .

tg( )
tg tg

tg tg
α β

α β
α β

± =
±

1 ∓
,

α β
π

π± ≠ +
2

n,

ctg( )

ctg ctg

ctg ctg

α β
α β
α β

± =

=
±

∓ 1 ,

Формулы сложения

sin (α ± β)=
= sin α cos β ±
±cos α sin β;

cos (α ± β) =
=cos α cos β ±
±sin α sin β;

tg( )
tg tg

tg tg
α β

α β
α β

± =
±

1 ∓
,

, β, α β
π

π± ≠ +
2

n,

n∈Z;

ctg( )

ctg ctg

ctg ctg

α β
α β
α β

± =

=
±

∓ 1 ,

α, β, α ± β ≠ πn, n∈ Z.

Четность 
(нечетность)

sin (−t)= −sin t

cos (−t)=cos t

tg (−t)= −tg t

ctg (−t)= −ctg t



49

День 16

1.4.5. Преобразование выражений, включающих 

операцию логарифмирования

1.4.6. Модуль (абсолютная величина) числа

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 82 8
3log .

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 53 5
2+log .

3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 9 3
4log .

4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log log ,,0 8 33 1 25⋅ .

5*. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 

log lg lg ln log .5
3

1

21

1

125
25 4 21+ + − +e

6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 16 4 7log .

7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 5 25 49log .

1

2

3

4

5

6

7
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Ответы:
1. 8 3 98

32
2log .= =

Îòâåò: 9.

2. 5 5 5 125 2 2503 35
2

5
2+ = ⋅ = ⋅ =log log .

Îòâåò: 250.

3. 9 3 3 3 4 163
4 3

4

3
4

3
42

2 2 2log log log log .= ( ) = = = =

Îòâåò: 16.

4. Ïðèìåíèì ôîðìóëó log
loga

b

b
a

= 1
 ïðè

a b a b> >0 0 1 1, , , .= =

log
log ,

,,0 8
3

3
1

0 8
=

òîãäà äàííîå âûðàæåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

1

0 8
1 25

1 25

0 8
1 25 1

1

43
3

3

3
0 8 4

5
log ,

log ,
log ,

log ,
log , log,⋅ = = = =

4log=
55

4

5

1
5

4

4

5
1= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= −
−

log .

Îòâåò: −1.

5. log lg log

lg log

5
3

21

1

2

21

1

2

5 25 4 3 21

3 100 3
1

1
21

3 2

1
− + ⋅ − + =

= − + − +
−

=

= +

−

−− + − = + = =3
1

2
2

1

2
2

1

2
2 5, .

Îòâåò: 2,5.

6. Îòâåò: 49.

7. Îòâåò: 7.

a

a a

a a

a

=
>

− <
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

,

,

   åñëè 

 åñëè 

   åñëè 

0

0

0 0

Модуль действительного
числа

a

a a

a a

a

=
>

− <
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

,

,

   åñëè 

 åñëè 

   åñëè 

0

0

0 0

Формула перехода 
к новой основе

log
log

loga
c

c

b
b

a
= ,

b > 0, a > 0, 
a ≠ 1, c > 0, c ≠ 1;

log
lg

lga b
b
a

= .

Основное логарифми-
ческое тождество

a ba blog = ,

10lg b = b.

Свойства логарифмов

1. loga 1 = 0,
 loga a = 1,

ãäå a > 0, a ≠ 1.

2. Ëîãàðèôì ïðî-
èçâåäåíèÿ

loga (bc) =
= loga b + loga c,
ãäå a > 0, a ≠ 1,

b > 0, c > 0.

3. Ëîãàðèôì 
÷àñòíîãî

log log log ,a a a

b
c

b c= −

ãäå a > 0, a ≠ 1,
b > 0, c > 0.

4. Ëîãàðèôì
ñòåïåíè

log loga
p

ab p b= ⋅ ,
ãäå b > 0, a > 0, 

a ≠ 1, p ∈ R.
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День 17

2.1. Уравнения

2.1.1. Квадратные уравнения

1. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ 4 12 27 02x x+ − = .Åñëè óðàâ-
íåíèå èìååò áîëåå îäíîãî êîðíÿ, óêàæèòå ìåíüøèé èç
íèõ.

2. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â îäíîâðåìåííî âûåõàëè äâà àâ-
òîìîáèëÿ. Ïåðâûé ïðîåõàë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âåñü
ïóòü. Âòîðîé ïðîåõàë ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè ñî ñêîðîñòüþ
30 êì/÷, à âòîðóþ ïîëîâèíó ïóòè — ñî ñêîðîñòüþ, íà 
20 êì/÷ áîëüøåé ñêîðîñòè ïåðâîãî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðè-
áûë â ïóíêò Â îäíîâðåìåííî ñ ïåðâûì àâòîìîáèëåì. Íàé-
äèòå ñêîðîñòü ïåðâîãî àâòîìîáèëÿ. Îòâåò äàéòå â êì/÷.

3. Àâòîìîáèëü, äâèæóùèéñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñî

ñêîðîñòüþ v0 30=  ì/ñ, íà÷àë òîðìîæåíèå ñ ïîñòîÿííûì

óñêîðåíèåì a = 5 ì ñ2
. Çà t ñåêóíä ïîñëå íà÷àëà òîðìî-

æåíèÿ îí ïðîøåë ïóòü S v t
at= −0

2

2
. Îïðåäåëèòå âðåìÿ,

ïðîøåäøåå îò ìîìåíòà íà÷àëà òîðìîæåíèÿ, åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî çà ýòî âðåìÿ àâòîìîáèëü ïðîåõàë 80 ìåòðîâ. Îòâåò
âûðàçèòå â ñåêóíäàõ.

4. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ 4 20 75 02x x− − = . Åñëè óðàâ-
íåíèå èìååò áîëåå îäíîãî êîðíÿ, óêàæèòå ìåíüøèé èç
íèõ.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ âèäà 
ax kx c2 2 0+ + = ,  ò. å. ñ ÷åòíûì âòîðûì êîýôôèöèåíòîì:

x
k k ac

a1 2

2

, = − ± − .

Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ: a = 4; k = 6; c = −27.

x1 2

6 36 4 27

4

6 144

4

6 12

4, ;=
− ± − ⋅ −( )

= − ± = − ±

x1

6 12

4

18

4
4 5= − − = − = − , ;

x2

6 12

4

6

4
1 5= − + = = , .

Ìåíüøèé êîðåíü x = −4 5, .
Îòâåò: −4,5.

2. Ïóñòü ïåðâûé àâòîìîáèëü ïðîøåë ïóòü S ñî ñêîðîñòüþ 

x êì/÷. Òîãäà âðåìÿ åãî äâèæåíèÿ ðàâíî
S
x

.

Âòîðîé àâòîìîáèëü ïðîåõàë ïîëîâèíó ïóòè
S
2

ñî ñêîðîñòüþ 

30 êì/÷ çà âðåìÿ
S

2 30⋅
, à âòîðóþ ïîëîâèíó ïóòè 

S
2

 — ñî 

ñêîðîñòüþ x +( )20  êì/÷ çà âðåìÿ
S

x2 20+( ) , ò. å. îáùåå 

âðåìÿ äâèæåíèÿ âòîðîãî àâòîìîáèëÿ 
S S

x2 30 2 20⋅
+

+( ) . 

Âðåìÿ äâèæåíèÿ àâòîìîáèëåé îäèíàêîâî. Ïîýòîìó ïîëó-

÷èì óðàâíåíèå: 
S S

x
S
x2 30 2 20⋅

+
+( ) = . Ñîêðàòèì îáå ÷àñòè 

óðàâíåíèÿ íà S = 0 :
1

2 30

1

2 20

1

⋅
+

+( ) =
x x

.

x x x x2 20 30 60 1200+ + = + ;

x x2 10 1200 0− − = .

Ïîëó÷èì êîðíè: x1 30= − ,  êîòîðûé íå îòâå÷àåò ôèçè÷åñ-
êîìó ñìûñëó çàäà÷è, x2 40= (êì/÷).
Îòâåò: 40.

3. Îòâåò: 4.

4. Îòâåò: −2,5.

x
b
a

= −
2

x
b D

a
=

− ±
2

x
c
a

= ± −

x
p p

q1 2

2

2 2, = − ± ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −

x
b
a

= −

x
k k ac

a1 2

2

, =
− ± −

Уравнение 
ax2xx + bx +x c = 0,c a ≠≠ 0

D=b2 −4ac — äèñê-
ðèìèíàíò

D<0 ∅

D=0 x
b
a

= −
2

D>0 x
b D

a
=

− ±
2

Уравнение 
ax2xx + c = 0,c a ≠≠ 0, b = 0

ac>0 ∅

ac<0 x
c
a

= ± −

ac=0 x= 0

Уравнение
x2xx + px +x q = 0

x
p p

q1 2

2

2 2, = − ± ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −

Уравнение
ax2xx + bx = 0, x c = 0,c x = 0x

x
b
a

= −

Уравнение
ax2xx + 2kx +x c = 0c

x
k k ac

a1 2

2

, =
− ± −
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День 18

2.1.2. Рациональные уравнения

1*. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â âûøåë ïåøåõîä. Ðàññòîÿíèå
ÀÂ = 10 êì. ×åðåç 30 ìèí ïîñëå íåãî èç ïóíêòà À â ïóíêò Â
âûåõàë âåëîñèïåäèñò, ñêîðîñòü êîòîðîãî íà 6 êì/÷ áîëü-
øå ñêîðîñòè ïåøåõîäà. Âåëîñèïåäèñò, îáîãíàâ ïåøåõîäà 
è äîåõàâ äî ïóíêòà Â, âåðíóëñÿ ñíîâà â ïóíêò À â òîò æå
ìîìåíò, êîãäà ïåøåõîä ïðèøåë â ïóíêò Â. Íàéäèòå ñêî-
ðîñòü ïåøåõîäà. Îòâåò çàïèøèòå â êì/÷.

2*. Ïðè èñïûòàíèè íà ýêîíîìè÷íîñòü äâóõ äâèãàòåëåé îäèíà-
êîâîé ìîùíîñòè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îäèí èçðàñõîäîâàë
300 ã áåíçèíà, à âòîðîé, ðàáîòàâøèé íà 2 ÷àñà ìåíüøå,
èçðàñõîäîâàë 192 ã. Åñëè áû ïåðâûé äâèãàòåëü ðàñõîäî-
âàë â ÷àñ ñòîëüêî æå áåíçèíà, ñêîëüêî âòîðîé, à âòîðîé —
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïåðâûé, òî çà âðåìÿ ðàáîòû ðàñõîä
áåíçèíà áûë áû îäèíàêîâûé. Ñêîëüêî áåíçèíà â ÷àñ ðàñ-
õîäóåò êàæäûé äâèãàòåëü? Â îòâåòå çàïèøèòå ñóììó ÷è-
ñåë â ãðàììàõ.

3*. Ðåøèòå óðàâíåíèå
12 2

4
0

2

−( ) ⋅ −( )
−

=x x

x
.

4*. Äâà àâòîìîáèëÿ âûåçæàþò îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó èç ïóíêòà À â ïóíêò Â è èç ïóíêòà Â â ïóíêò À.

Ïîñëå âñòðå÷è îäíîìó ïðèõîäèòñÿ áûòü â ïóòè åùå 2 ÷àñà,

à äðóãîìó 
9

8
÷àñà. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòè àâòîìîáèëå¸é,

åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè À è Â ðàâíî 210 êì.
Â îòâåòå çàïèøèòå ìåíüøåå ÷èñëî, âûðàçèâ åãî â êì/÷.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ïóñòü ñêîðîñòü ïåøåõîäà x êì/÷, òîãäà ñêîðîñòü âåëîñè-
ïåäèñòà — x +( )6  êì/÷.
Ñîñòàâèì òàáëèöó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è:

v (êì/÷) t (÷àñ) S (êì)

Ïåøåõîä x
10

x
10

Âåëîñèïåäèñò x + 6
20

6x +
20

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ïåøåõîä âûøåë íà 30 ìèí =
1

2
÷ ðàíü-

øå, ò. å îí ïîòðàòèë âðåìåíè áîëüøå, ÷åì âåëîñèïåäèñò, 

íà 
1

2
÷. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 

10 20

6

1

2x x
−

+
= ; 20 120 40 62x x x x+ − = + , ïðè x ≠ 0, x ≠ −6.

x x2 26 120 0+ − = .

x
x

x
x

=
= −

⎡
⎣⎢

=
= −

⎡

⎣
⎢

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

4
30

0

6

;
;

;

.

x = −30 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäàíèÿ (ñêîðîñòü íå 
ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé).

Îòâåò: 4.

2. Ïóñòü x  è x −( )2 — âðåìÿ ðàáîòû â ÷àñàõ ïåðâîãî è âòî-
ðîãî äâèãàòåëåé. Ðàñõîäû áåíçèíà ïåðâûì è âòîðûì äâè-

ãàòåëåì â ãðàììàõ ñîñòàâëÿþò
300

x
 è 

192

2x −
. Ïî óñëîâèþ 

300
2

192

2x
x

x
x⋅ −( ) =

−
⋅ ;

25 2 16

2

x
x

x
x

−( )
=

−
;

25 2 16

9 100 100 0

2 2

2

x x
x x

−( ) =
− + =

;

.

x

x

x
x

=

=

⎡

⎣

⎢
⎢

=
=

⎡

⎣
⎢

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

10
10

9

0

2

;

;

;

.

Ïî ñìûñëó çàäà÷è x > 2, ïîýòîìó x = 10.
300

10
30=

è 
192

8
24= . Ñóììà: 30 24 54+ = .

Îòâåò: 54.

3. Îòâåò: 12.

4. Îòâåò: 60.

Теоремы
о равносильности 

уравнений
1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
a ðàâíîñèëüíû òàêèå
óðàâíåíèÿ:

= è +a= +a;
= è −a= −a.

2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
a≠ 0 ðàâíîñèëüíû òà-
êèå óðàâíåíèÿ:

= è ⋅a= ⋅a;

= è
a a

= .

3. Ðàâíîñèëüíû òàêèå
óðàâíåíèÿ:

+ = è = − ;

+ = è = − ;

+ = è
+ − =0.
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День 19

2.1.3. Иррациональные уравнения

1*. Ðåøèòå óðàâíåíèå x x x x x+ − + − − = +2 1 2 1 1 .

2. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ 22 3 2− =x .

3*. Ðåøèòå óðàâíåíèå 9 3− = −x x .

1

2

3
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Ответы:

Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Верно выделен квадрат дву-
члена каждого из внешних 
корней, использована фор-

мула a a2 = , но в даль-
нейшем решении допущены 
ошибки.

Ïðåäñòàâèì êàæäîå âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì
âíåøíåãî êîðíÿ, â âèäå:

x x x x x− + ⋅ ⋅ − + + − − ⋅ ⋅ − + = +1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1.

Ñäåëàåì çàìåíó: t x= − 1 , t 0 . Òîãäà õ – 1 = t2

è õ + 1 = t2 + 2. Ïîëó÷èì

t t t t t2 2 22 1 1 2 1 1 2+ ⋅ ⋅ + + − ⋅ ⋅ + = + .
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä çíàêîì êàæäîãî êîðíÿ íàõîäèòñÿ
êâàäðàò äâó÷ëåíà:

t t t+( ) + −( ) = +1 1 2
2 2 2 ,  îòêóäà t t t+ + − = +1 1 22 ,

ò. ê. a a2 = .

2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ.

ÎÄÇ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ: t R∈ ,  íóëè ïîäìîäóëüíûõ
ôóíêöèé t = −1 è t = 1.
Îäíàêî ïî ñìûñëó çàäà÷è t 0, ïî-
ýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî äâà 
ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì êàæäàÿ ïîä-
ìîäóëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíèò çíàê.
2. Ïðè t ∈[ ]0 1; èìååì óðàâíåíèå:

t t t+( ) − −( ) = +1 1 22 ; t t t+ − + = +1 1 22 ; t2 0= ; t = 0,

ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå 0 1;[ ].
1. Ïðè t ∈ +∞( )1; èìååì óðàâíåíèå

t t t+ + − = +1 1 22 ; t t2 2 2 0− + = .

Äàííîå óðàâíåíèå êîðíåé íå èìååò.
Ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé êîðåíü t = 0,  âûïîëíÿåì îáðàò-

íóþ çàìåíó: x t− =1 ; x − =1 0; x = 1.
Îòâåò

2. Îòâåò: 6.

3. Îòâåò: 6.

t1
+, – +, +

0 t1
+, – +, +

0
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День 20

2.1.4. Тригонометрические уравнения

1. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ cos
π x −( )

=1

3

1

2
. Â îòâåòå çàïè-

øèòå íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü.

2*. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ sin sin7 5 0x x− =

íà èíòåðâàëå 0
4

; .
π⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

3. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ cos .
π x +( )

=5

3

1

2
Â îòâåòå çà-

ïèøèòå íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü.

4*. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ 3 0sin cosx x− =
íà èíòåðâàëå 0; π[ ] .

1

2

3

4
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Ответы:
1. cos

π x −( )
=

1

3

1

2 ;
π πx

n
−( )

= ± +1

3

1

2
2arccos n Z∈ ;

π π πx
n

−( )
= ± +1

3 3
2 n Z∈ ;

x
n

− = ± +1

3

1

3
2 n Z∈ ;

x n− = ± +1 1 6 , n Z∈ .

Èìååì äâå ñåðèè êîðíåé:
x n= + +1 1 6 , n Z∈  è x m= − +1 1 6 , m Z∈ ; x n= +2 6 ,
n Z∈  è x m= +0 6 , m Z∈ ; n = 0 , x = 2 è n = 0 , x = 0 ;

n = −1, x = − = −2 6 4  è n = −1, x = −6;

n = −2, x = − ⋅ = −2 6 2 10 è n = −2, x = −12.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøèé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü 
x = −4.
Îòâåò: −4.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé sin sin sin cos ,α β α β α β− = − +
2

2 2ïîëó÷èì:

2
7 5

2
sin

x x−
cos ;

7 5

2
0

x x+ = 2 6 0sin cos .x x⋅ =
Òîãäà:

sin x = 0  èëè cos ;6 0x =

x n= π , n Z∈ èëè 6
2

x k= +π π , k Z∈ ; x
k= +π π

12 6
, k Z∈ .

Îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæà-

ùèõ èíòåðâàëó 0
4

;
π⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥
:

1. x n= π ; n Z∈ ; n = 0; x = 0; 0 0
4

∈ ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

; ;
π

 1êîðåíü;

n = 1; x = π; π π∈ ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

0
4

; .

2. x
k= +π π

12 6
; k Z∈ ;

k = 0; x = π
12

;
π π
12

0
4

∈ ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

; ;

k = 1; x = + = + = =π π π π π π
12 6 12

2

12

3

12 4
;

π π
4

0
4

∈ ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

;

k = 2; x = + = + =π π π π π
12

2

6 12

4

12

5

12
;

5

12
0

4

π π∈ ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

; .

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðâàëó 0
4

;
π⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

ïðèíàäëåæàò 3 êîðíÿ.

Îòâåò: 3.

3. Îòâåò: −4.

4. Îòâåò: 1.

arcsin a= t ⇔

⇔ t ∈ −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

;

è sin t=a.

arccos a= t ⇔
⇔ t∈ [0; π] 

è cos t=a.

arctg a= t ⇔

⇔ t ∈ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
2 2

;

è tg t=a.

arcctg a= t ⇔

⇔ t∈ (0; π) 

è ctg t=a.
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День 21

2.1.4. Тригонометрические уравнения

1*. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ à óðàâíåíèå

cos cos4 22 3 0x a x a− +( ) − +( ) = áóäåò èìåòü äâà êîðíÿ íà

èíòåðâàëå −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; ? Íàéäèòå ýòè êîðíè.

2*. Ðåøèòå óðàâíåíèå cos
π
4

3
2

2
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=x  è óêàæèòå â îòâåòå

êîëè÷åñòâî êîðíåé íà èíòåðâàëå 0; π[ ] .

1

2
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Ответы:

Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Сделана верно замена пере-
менной и найден  дискрими-
нант квадратного уравнения 
относительно новой пере-
менной.

cos cos .4 22 3 0x a x a− +( ) − +( ) =
Ñäåëàåì çàìåíó cos2 x t= ; î÷åâèäíî, ÷òî 0 1≤ ≤t .
Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:
t a t a2 2 3 0− +( ) − +( ) = ;

D a a a a a a a= +( ) + +( ) = + + + + = + +2 4 3 4 4 4 12 8 16
2 2 2 ;

D a= +( )4
2
.

2 балла.
Верно определены корни 
уравнений и найдено значе-
ние а при котором уравнение
имеет решение..

t
a a

1 2

2 4

2, ;= +( ) ± +( )

t
a a a

a1

2 4

2

2 6

2
3= + + + = + = + ;

t
a a

2

2 4

2
1= + − − = − ,  íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 1t .

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: cos .2 3x a= +
Ïîñêîëüêó 0 1t ,  òî 0 3 1a + ; − −3 2a .

3 балла.
Решены оба уравнения, по-
лученные в результате об-
ратной замены, но неверно
выбран ответ..

Èìååì äâà óðàâíåíèÿ:

1. cos ;x a= + 3

x a n= ± + +arccos 3 2π n Z∈ .

Ïîëó÷àåì äâà êîðíÿ íà èíòåðâàëå 

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= ± +π π
2 2

3; : arccos ; x a

2. cos ;x a= − + 3

x a k= ± − +( ) +π πarccos 3 2 , k Z∈ .
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè êîðíè íå ïðè-

íàäëåæàò èíòåðâàëó −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; .

Îòâåò: ïðè a ∈ − −[ ]3 2;  óðàâíåíèå

èìååò íà èíòåðâàëå −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; äâà

êîðíÿ âèäà x a= ± +arccos .3

4 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ..

2. Îòâåò: 3.

0

arccos +3

–arccos +3

–
π
2

π
2

0 x

y

arccos a+3

–arccos a+3

–
π
2

π
2

0

π–arccos +3

–π–arccos +3
–

π
2

π
2

0 x

y

π–arccos a+3

–π–arccos a+3
–

π
2

π
2
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День 22

2.1.5. Показательные уравнения

1. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
1

15
15

4⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
+x

x .

2*. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 3 2 402 2 1x x+ ⋅ =− .

3*. Ðåøèòå óðàâíåíèå 5 6 11x x x+ = .

4. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ 4 641 2− =x .

5*. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 32 2x x− −= .

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. 1

15
15

4⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
+x

x;
1

15

1

15

4⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ −x x

; x x+ = −4 ;

2 4 2x x= − = −; .
Îòâåò: −2.

2. 2 3 2 402 2 1x x+ ⋅ =− . ÎÄÇ x ≥ 0.  Âûíåñåì çà ñêîáêè îáùèé 
ìíîæèòåëü, ò. å. ìíîæèòåëü ñ íàèìåíüøèì ïîêàçàòåëåì: 

2 2 3 402 1x − ⋅ +( ) = ;

2 5 402 1x − ⋅ = ; 2 40 52 1x − = : ; 2 82 1x − = ; 2 22 1 3x − = ;

2 1 3x − = ; 2 4x = ; x = 2; x = 4.

Îòâåò: 4.

3. 5 6 11x x x+ = . Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 11 0x = .

5

11

6

11
1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
x x

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ y
x x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

5

11

6

11
 óáûâàþùàÿ, 

ïîñêîëüêó 
5

11
1<  è 

6

11
1< ,  à ôóíêöèÿ y = 1 ïîñòîÿííàÿ. 

Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷-
êå, êîòîðàÿ ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäáîðîì, ò. å. x = 1.

Îòâåò: 1.

4. Îòâåò: −1.

5. Îòâåò: 2.

Решение показательных 
уравнений

af(x)=b (a> 0, a≠ 1, 
b > 0)

Ðåøåíèå:
af(x) =b ⇔ f(x)= loga b

af(x) =ag(x) (a> 0,
a≠1)

Ðåøåíèå:
af(x) =ag(x), a> 0, a≠ 1 
⇔ f(x)=g(x)

b1a
mx+k1 +b2a

mx+ k2+ …
… + bna

mx+kn=c
Ðåøåíèå:

b a b a

b a c

a b a b a

mx k mx k

n
mx k

mx k k

n

1 2

1 2

1 2

1 2

+ +

+

+ +

+ = ⇔

⇔ + +

...

...

( ...

.... )+ =b a cn
kn

Aa2x + Bax+C = 0
Ðåøåíèå:

Aa Ba C

a t

At Bt C

x x

x

2

2

0

0

+ + = ⇔

⇔
=

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

Aa2x+Baxbx+Cb2x= 0
Ðåøåíèå:

Aa Ba b

Cb

A
a
b

B
a
b

C

x x x

x

x

x

2

2

2

0

0

+ +
+ = ⇔

⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ = .
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День 23

2.1.6. Логарифмические уравнения

1*. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ log .3 4 4−( ) =x

2. Âîäîëàçíûé êîëîêîë, cîäåðæàùèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ν = 4  ìîëÿ âîçäóõà îáúeìîì V1 15= ë, ìåäëåííî
îïócêàþò íà äíî âîäîeìà. Ïðè ýòîì ïðîècõîäèò èçîòåðìè-
÷åcêîå cæàòèå âîçäóõà äî êîíå÷íîãî îáúeìà V2 . Ðàáîòà,

cîâåðøàåìàÿ âîäîé ïðè cæàòèè âîçäóõà, îïðåäåëÿåòcÿ âû-

ðàæåíèåì A T
V

V
= αν log2

1

2

(Äæ), ãäå α = 9 15, ïîcòîÿííàÿ,

à  T = °300 Ê — òåìïåðàòóðà âîçäóõà. Êàêîé îáúeì V2 (â
ëèòðàõ) còàíåò çàíèìàòü âîçäóõ, åcëè ïðè cæàòèè ãàçà 
áûëà cîâåðøåíà ðàáîòà â 10980 Äæ?

3*. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ x xlg .= 10

4. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ log .2 8 3+( ) =x

5. Âîäîëàçíûé êîëîêîë, cîäåðæàùèé â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè ν = 4 ìîëÿ âîçäóõà îáúeìîì V1 72= ë, ìåäëåííî
îïócêàþò íà äíî âîäîeìà. Ïðè ýòîì ïðîècõîäèò èçîòåð-
ìè÷åcêîå cæàòèå âîçäóõà äî êîíå÷íîãî îáúeìà V2 . Ðàáî-
òà, cîâåðøàåìàÿ âîäîé ïðè cæàòèè âîçäóõà, îïðåäåëÿåòcÿ

âûðàæåíèåì A T
V

V
= αν log2

1

2

(Äæ), ãäå α = 14 9, ïîcòîÿí-

íàÿ, à T = °300 Ê — òåìïåðàòóðà âîçäóõà. Êàêîé îáúeì V2
(â ëèòðàõ) còàíåò çàíèìàòü âîçäóõ, åcëè ïðè cæàòèè ãàçà 
áûëà cîâåðøåíà ðàáîòà â 35760 Äæ?

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. log3 4 4−( ) =x . Ïî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìà:

4 3
4 0

4− =
−

⎧
⎨
⎩

x
x

;
;>

x
x

= −
<{ 4 81

4
;

;
x
x

= −{ 77
4

;
.<

Îòâåò −77.

2. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ïîä âîäîé 

A T
V

V
= αν log2

1

2

, ðàâíà 10980Äæ, ïðè ýòîì ν = 4 ìîëÿ; 

V1 15= ë; α = 9 15, ; T = °300 Ê. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

10980 9 15 4 300
15

2
2

= ⋅ ⋅ ⋅, log
V

 èëè 10980
15

109802
2

log
V

= ;

log ;2
2

15
1

V
= 15

2
2

1

V
= ; V2 7 5= , .

Îòâåò: 7,5.

3. Ëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 10, 
ïîëó÷èì: lg lg .lgx x = 10
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî log log ,a

m
ax m x= ïîëó÷àåì: 

lg lgx x⋅ = 1 èëè lg ,x( ) =2
1 îòêóäà èìååì äâà óðàâíåíèÿ: 

lg ;
lg ;

;

x
x

x

=
= −

⎡
⎣⎢

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1
1

0>

x
x

=
= =

⎡
⎣⎢ −

10

10 0 11

;

, .

10 0 1 10 1+ =, , .
Îòâåò: 10,1.

4. Îòâåò: 0.

5. Îòâåò: 18.

Решение 
логарифмических

уравнений
a> 0, a≠≠ 1

loga f(x)=b
Ðåøåíèå: x=ab.

log ( )

log ( )
a

a

f x

g x

=
=

Ðåøåíèå: 
f x g x

f x

( ) ( ),

( ) .

=
>

⎧
⎨
⎩ 0

f x g x

g x

( ) ( ),

( ) .

=
>

⎧
⎨
⎩ 0

loga f(x) =g(x)

Ðåøåíèå: 

f x a

f x

g x( ) ,

( ) .

( )=
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 0

b1 logaf1(x) + 

+b2 logaf2(x)=

=c logaf3(x)

Ðåøåíèå: 

f x

f x

f x

f x f x f xb b c

1

2

3

1 2 3

0

0

0

1 2

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ( ) ( ) .

>
>
>

⋅ =

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪
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День 24

2.1.6. Логарифмические уравнения

1*. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ 

log sin log cos ,7 492 2x x( ) = +( ) íàõîäÿùèõñÿ â èíòåðâàëå 

0 2; π[ ] .

2*. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 162
2
3 3log log .x xx+ =  Â îòâåòå çàïèøè-

òå áîëüøèé êîðåíü.

3*. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ log log5
2

51 7 7x x−( ) = −( ) .

1

2

3
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Ответы:
1. log sin log cos .7 492 2x x( ) = +( ) Èñ-

ïîëüçóÿ ôîðìóëó log log ,
a ak x

k
x= 1

ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê îäíîìó îñíî-

âàíèþ:

log sin log cos7 72
1

2
2x x( ) = +( )

2 2 27 7log sin log cos⋅( ) = +( )x x .

Ïî ôîðìóëå log loga
m

ax m x=  ïîëó÷àåì

log sin log cos ,7

2

72 2x x( ) = +( )

2 2
0

2sin cos ;
sin .

x x
x

= +⎧
⎨
⎩ >

sin x > 0  ïðè x ∈( )0; π . Èñïîëüçóåì ôîðìóëó

sin cos ,2 21x x= − òîãäà 2 – 2cos2x = 2 + cos x

2 02cos cos ;x x+ = cos cos ;x x2 1 0+( ) =

cosx = 0  èëè cos ;x = − 1

2

x n= +π π
2

, n Z∈ èëè x k= ± +2

3
2

π π , k Z∈ .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ x ∈( )0; π  ïîëó÷àåì, ÷òî 
íà èíòåðâàëå 0 2; π[ ] åñòü äâà êîðíÿ.
Îòâåò: 2.

2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó a amn m n
= ( ) , ïîëó÷èì:

3 1623
3

3log log log .x x xx( ) + =
Ó÷èòûâàÿ îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî a ba blog ,=
èìååì:

x xx xlog log ;3 3 162+ = ; 2 1623⋅ =x xlog ; x xlog .3 81=

Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 3:

log log ;log
3 3

3 81x x = ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó log log ,a
k

ax k x=

ïîëó÷èì log ,3
2 4x = òîãäà

log ;3 2x = x = 32; x = 9. Èëè: log ;3 2x = − x = −3 2; x = 1

9
.

Áîëüøèé êîðåíü 9.
Îòâåò: 9.

3. Îòâåò: 6.

0π

–
2π
3 –

π
2

π
22π

3

0 x

y

π

–
2π
3 –

π
2

π
22π

3

Уравнение 
loga x =x b (a > 0, a ≠≠ 1)

a<1

0<a<1

Ðåøåíèå: x=ab

Дополнительные
свойства логарифмов

1. log
loga

b

b
a

=
1 ,

ãäå a> 0, a≠1, b> 0, 
b≠ 1;

2. log log
a ap b

p
b=

1 ,

ãäå a> 0, a≠1, b> 0, 
p≠0;

3. a bc cb alog log= ,  ãäå 
a> 0, a≠1, b> 0, b≠ 1, 
c> 0, c≠1.
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День 25

2.1.7. Системы уравнений

2.1.8. Способы сложения, подстановки, замены 

переменной

1*. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 

x y
x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

30
62 2

;
log log .

Â îòâåòå çàïèøèòå ñóììó õ0 + ó0, ãäå (õ0;ó0) — ðåøåíèå 
ñèñòåìû.

2*. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 
2 3 7

2 3 25

x y

x y
− =
+ =

⎧
⎨
⎩

;

.

Â îòâåòå çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå x y0 0⋅ ,  ãäå x y0 0;( ) —
ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

3*. Ðåøèòå ñèñòåìó, â îòâåòå çàïèøèòå x y0 0− , ãäå x y0 0;( ) —
ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

x y x y

x y x y

+ + − =
+ − − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 4 4

8

;

.

4*. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

2 3 8
4 3 2
x y
x y

+ =
− = −{ ;

.

Â îòâåòå çàïèøèòå x y0 0⋅ ,  ãäå x y0 0;( )  — ðåøåíèå ñèñòåìû.

5*. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

log log ;

.
x yy x

x y

+ =

− =
⎧
⎨
⎩

2

202

x y0 0+ , ãäå x y0 0;( )  — ðåøåíèå ñèñòåìû.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ÎÄÇ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé: x > 0,
y > 0.
Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè. Èç ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ: x y= +30 , ïîñëå ïîäñòàíîâêè x âî âòî-
ðîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì:
log log .2 230 6+( ) + =y y

Ïðèìåíèì ôîðìóëó log log log :a a am n mn+ =

log .2 30 6+( ) ⋅ =y y  Òîãäà y y2 630 2+ = ; y y2 30 64 0+ − = .

y1 2= è y2 32= − (íå óäîâëåòâîðÿåò ÎÄÇ).

Ïîëó÷èëè: y0 2= ; x0 30 2 32= + = .

Ñóììà: x y0 0 32 2 34+ = + = .

Îòâåò: 34.

2. 2 3 7

2 3 25

x y

x y
− =
+ =

⎧
⎨
⎩

;

.

Ñëîæèì ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷èì:

2 2 32⋅ =x ; 2 16x = ; 2 24x = ; x = 4.
Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, òîãäà:

2 3 18⋅ =y ; 3 9y = ; 3 32y = ; y = 2.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû:
x0 4= ; y0 2= , x y0 0 4 2 8⋅ = ⋅ = .

Îòâåò: 8.

3. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå x y t+ =4 ; x y z− =4 ,  òîãäà 
ïîëó÷èì ñèñòåìó:

t z
t z

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

4

82 2

;

;
t z
t z t z
+ =
−( ) +( ) =

⎧
⎨
⎩

4
8

;
;

t z
t z
+ =
−( ) ⋅ =

⎧
⎨
⎩

4
4 8
;

;

+ + =
− ={

= =

t z
t z

t t

4
2

2 6 3

;
;

; ; 

− + =
− ={

= =

t z
t z

z z

4
2

2 2 1

;
.

; . 

Âîçâðàùàåìñÿ ê çàäàííûì ïåðåìåííûì:

x y

x y

+ =
− =

4

4

3

1

;

;

x y
x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

3

1

4

4

;

;

x y
x y

+ =
− ={ 81

1
;

;
2 82
2 80
x
y

=
={ ;

.

x
y

0

0

41

40

=
=

⎧
⎨
⎩

;

.

x y0 0 1− = .

Ïðîâåðêà:
41 40 41 40 3 1 4

41 40 41 40 9 1 8

4 4+ + − = + =
+ − − = − =

⎧
⎨
⎩

;

.

Îòâåò: 1.

4. Îòâåò: 2.

5. Îòâåò: 10.

Решение систем
уравнений методом

подстановки
1. Èç îäíîãî óðàâíå-

íèÿ ñè ñòåìû âûðà-
çèòü îäíó ïåðåìåí-
íóþ ÷åðåç äðóãóþ è 
èçâåñòíûå âåëè÷è-
íû.

2. Íàéäåííîå ðåøåíèå 
ïîäñòàâèòü âî âòî-
ðîå óðàâíåíèå ñèñòå-
ìû, ïîëó÷èòü óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî 
âòîðîé ïåðåìåííîé.

3. Ðåøèòü ïîëó÷åííîå 
óðàâíåíèå è íàéòè 
çíà÷åíèå ýòîé ïåðå-
ìåííîé.

4. Ïîäñòàâèòü íàéäåí-
íîå çíà ÷åíèå â âûðà-
æåíèå äëÿ ïåðâîé ïå-
ðåìåííîé, ïîëó ÷èòü 
ñîîòâåòñòâó þùèå çíà-
÷åíèÿ è çàïèñàòü îò-
âåò.

Решение систем 
уравнений методом

сложения
1. Óðàâíÿòü êîýôôè -

öèåíòû ïðè îäíîé 
ïåðåìåííîé ïóòåì ïî-
÷ëåííîãî óìíîæå íèÿ 
îáîèõ óðàâíåíèé íà 
ñîîòâåòñòâóþùèì îá-
ðàçîì ïîäîáðàííûå 
ìíîæèòåëè.

2. Ñëîæèòü (âû÷åñòü) 
ïî ÷ëåí íî óðàâíåíèÿ 
ñè ñòå ìû, èñêëþ÷àÿ 
îäíó èç ïåðåìåí íûõ.

3. Ðåøèòü ïîëó÷åííîå 
óðàâíåíèå ñ îäíîé 
ïåðåìåííîé.

4. Çíà÷åíèå âòîðîé ïå-
ðåìåííîé ìîæíî íàé-
òè òàêèì æå îáðàçîì.

5. Çàïèñàòü îòâåò
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День 26

2.1.9. Основные приемы решения систем 

уравнений

1*. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 

sin cos sin cos ;

sin sin .

x x y y

x y

+ = + −

= +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

2

2 2
3

2
2

2*. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 
x y
x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

7

252 2

;

.

Â îòâåòå çàïèøèòå x y0 0⋅ , ãäå x y0 0;( )  — îäíî èç ðåøåíèé 
èñõîäíîé ñèñòåìû.

1

2
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Ответы:
Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Получена совокупность сис-
тем, равносильная данной, 
или система решена, но полу-
чен неточный ответ в резуль-
тате ошибки.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå:
1) sin cos ;x x t+ = sin sin cos cos .2 2 22x x x x t+ + =
Òîãäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû 2 2sin cos sinx x x=
è sin cos ,2 2 1x x+ =  ïîëó÷èì sin .2 12x t= −
2) sin cos ;y y z− = sin sin cos cos ,2 2 22y y y y z− + = àíà-
ëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî sin .2 1 2y z= −

Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
t z

t z

= +

+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

2

2
9

2
2 2

;

.

2 балла.
Обосновано получен верный 
ответ.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå t èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå:

2
1

2

9

2

2
2+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ =z z ; 1 2 2 2
9

2
2 2+ + + =z z z ;

6 4 2 7 02z z+ − = . z1

7 2

6
= − ; t1

2

2

7 2

6

2 2

3
= − = − ;

z2

2

2
= ; t2

2

2

2

2
2= + = .

Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì:

1.
sin cos ;

sin cos .

x x

y y

+ = −

− = −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 2

3
7 2

6

Ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò,

òàê êàê sin cos ,y y− ≤ 2 − 7 2

6
2> , ò. å.

7 2

6
2> .

2. Äëÿ ðåøåíèÿ âòîðîé ñèñòåìû èñïîëüçóåì ôîðìóëû

sin cos sinα α α π+ = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2
4

, sin cos sin ;α α α π− = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2
4

sin cos ;

sin cos ;

x x

y y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

2

2

2
4

2

2
4

2

2

sin ;

sin .

x

y

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

π

π

sin ;

sin ;

x

y

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

π

π
4

1

4

1

2

x n n Z

y k k Z
k

+ = + ∈

− = −( ) + ∈

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

π π π

π π π

4 2
2

4
1

6

, ;

, ;

x n n Z

y k k Z
k

= + ∈

= −( ) + + ∈

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

π π

π π π

4
2

1
6 4

, ;

, ;

 

 

Îòâåò:
π π π π π
4

2 1
6 4

+ −( ) + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈n k n k Z
k

; , , . 

2. Îòâåò: 12.
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День 27

2.1.10. Использование свойств графиков функций

1*. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèå 2 3 3 0
2

x x a−( ) − − + =
èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

2*. Ðåøèòå óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ãðàôèêîâ ôóíê-

öèé: x x x− = − +5 3 2.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé,
ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ.

1

2



72

Ответы:

Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Верно рассмотрены случаи
x ≥ 3 и x < 3, но нет верного 

ответа.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ âèäà a x x= − − −( )3 2 3
2
.

2 балла.
Верно рассмотрены случаи 
x ≥ 3 и x < 3 и получена 

часть верного ответа.

1. Ïðè x 3 a x x= −( ) − −( )3 2 3
2
;

a x x x x= −( ) − +( ) = −( ) −( )3 1 2 6 3 7 2 ,
èëè a x x= − + −2 13 212 .
Íàéäåì êîîðäèíàòû âåðøèíû ýòîé ïàðàáîëû:

x
b
aâ = − = −

−
=

2

13

2 2
3 25

,
, ; aâ = −( ) ⋅ −( ) =3 25 3 7 6 5 0 125, , , .

3 балла.
Получен правильный ответ, 
но он недостаточно обосно-
ван или решение содержит 
ошибки.

2. Ïðè x < 3 a x x= −( ) − −( )3 2 3
2
;

a x x= −( ) − +( )3 1 6 2 ; a x x= −( ) ⋅ −( )3 2 5 ,
èëè a x x= − + −2 11 152 .
Íàéäåì êîîðäèíàòû âåðøèí âòîðîé ïàðàáîëû:

xâ = −
−

=11

2 2
2 75

,
, ; aâ = −( ) −( ) =3 2 75 5 5 5 0 125, , , .

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Òàêèì îáðàçîì, íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè XOA ìíî-
æåñòâî, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì

a x x x x x
x x x

= − − −( ) = − + −
− + − <

⎧
⎨
⎩

3 2 3
2 13 21 3

2 11 13 3

2 2

2

 ïðè 

 ïðè 

;

;

x = 3
÷àñòåé äâóõ ïàðàáîë ñ âåðøèíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà a = 0 125, ,  è îáùåé òî÷êîé x = 3,
a = 0.

a

x
0

0,125

32,75 3,25

Ïî ãðàôèêó âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò ðîâíî äâà ðàç-
ëè÷íûõ ðåøåíèÿ ïðè a = 0 125, è a < 0.
Îòâåò: a = 0 125, ; a < 0.

2. Îòâåò: êîðíåé íåò.
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День 28

2.1.11. Применение математических методов

1. Ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà âûñîòå h ì
íàä çåìëåé, äî íàáëþäàåìîé èì ëèíèè ãîðèçîíòà âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå l Rh= 2 , ãäå R = 6400  êì — ðàäèóñ

Çåìëè. ×åëîâåê, ñòîÿùèé íà ïëÿæå, âèäèò ãîðèçîíò íà 
ðàññòîÿíèè 7,2 êì. Íà ñêîëüêî ìåòðîâ íóæíî ïîäíÿòüñÿ
÷åëîâåêó, ÷òîáû ðàññòîÿíèå äî ãîðèçîíòà óâåëè÷èëîñü äî
10,4 êèëîìåòðîâ?

2. Äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè 39 òîíí ãðóçà íà 1100 êì ìîæíî
èñïîëüçîâàòü îäíîãî èç òðåõ ïåðåâîç÷èêîâ. Ñòîèìîñòü ïå-
ðåâîçêè è ãðóçîïîäúåìíîñòü àâòîìîáèëåé äëÿ êàæäîãî ïå-
ðåâîç÷èêà óêàçàíû â òàáëèöå. Ñêîëüêî ðóáëåé ïðèäåòñÿ
çàïëàòèòü çà ñàìóþ äåøåâóþ ïåðåâîçêó çà îäèí ðåéñ?

Ïåðåâîç÷èê
Ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè
îäíèì àâòîìîáèëåì 

(ðóá. íà 100 êì)

Ãðóçîïîäúåìíîñòü 
àâòîìîáèëåé (òîíí)

À 3200 3,5

Á 4100 5 

Â 9500 12 

3. Ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà âûñîòå h ì
íàä çåìëåé, äî íàáëþäàåìîé èì ëèíèè ãîðèçîíòà âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå l Rh= 2 , ãäå R = 6400 êì — ðàäèóñ

Çåìëè. ×åëîâåê, ñòîÿùèé íà ïëÿæå, âèäèò ãîðèçîíò íà 
ðàññòîÿíèè 1,6 êì. Íà ñêîëüêî êèëîìåòðîâ íóæíî ïîä-
íÿòüñÿ ÷åëîâåêó, ÷òîáû ðàññòîÿíèå äî ãîðèçîíòà óâåëè÷è-
ëîñü äî 6,4 êèëîìåòðîâ?

4. Äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè 45 òîíí ãðóçà íà 1300 êì ìîæíî
èñïîëüçîâàòü îäíîãî èç òðåõ ïåðåâîç÷èêîâ. Ñòîèìîñòü ïå-
ðåâîçêè è ãðóçîïîäúåìíîñòü àâòîìîáèëåé äëÿ êàæäîãî ïå-
ðåâîç÷èêà óêàçàíû â òàáëèöå. Ñêîëüêî ðóáëåé ïðèäåòñÿ
çàïëàòèòü çà ñàìóþ äåøåâóþ ïåðåâîçêó çà îäèí ðåéñ?

Ïåðåâîç÷èê
Ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè
îäíèì àâòîìîáèëåì 

(ðóá. íà 100 êì)

Ãðóçîïîäúåìíîñòü
àâòîìîáèëåé 

(òîíí) 

À 3200 3,5 

Á 4100 5

Â 9500 12

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà âûñîòå h ì, 
äî íàáëþäàåìîé èì ëèíèè ãîðèçîíòà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-

ìóëå l Rh= 2 , ïîýòîìó l Rh2 2= è âûñîòó ìîæíî íàéòè 

ïî ôîðìóëå h
l
R

=
2

2
, ãäå R = 6400 êì — ðàäèóñ Çåìëè.

Âûñîòà, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ 
íà ïëÿæå:

h
l

R1
1
2 2

2

7 2

2 6400
= =

⋅
,

.

áëþäàåò ðàññòîÿíèå äî ãîðèçîíòà, êîòîðîå óâåëè÷èëîñü äî 
10,4 êì:

h
l

R2
2
2 2

2

10 4

2 6400
= =

⋅
,

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åëîâåêó íàäî ïîäíÿòüñÿ íà âûñîòó

h h h
l l

R
= − =

−
= −

⋅
= =2 1

2
2

1
2 2 2

2

10 4 7 2

2 6400
0 0044 4 4

, ,
, , êì  ì.

Îòâåò: 4,4. 

2. Ïðè ïåðåìåùåíèè 39 òîíí ãðóçà íà 1100 êì áóäåò âûïîë-
íåíà ðàáîòà À:

A S p= ⋅ = 39  òîíí ⋅1100  êì = 42900 ò ⋅ êì, 
ãäå S = 1100 êì — ðàññòîÿíèå ïåðåâîçêè; p  — âåñ ãðóçà.
Îïðåäåëèì Sï  — ïðîáåã ãðóçîâèêîâ êàæäîãî òèïà,

ïî ôîðìóëå S
A
qï =
,
, ãäå q  — ãðóçîïîäúåìíîñòü.

SïÀ = 42900

3 5,
; SïÁ = 42900

5
; SïB = 42900

12
;

Îïðåäåëèì ñòîèìîñòü C  ïåðåâîçêè äëÿ êàæäîãî ïåðåâîç-
÷èêà:

CA ,
,= ⋅ ≈42900

3 5

3200

100
392228 5 ðóá.;

CÁ = ⋅ =42900

5

4100

100
351780 ðóá.;

CÂ = ⋅ =42900

12

9500

100
339625  ðóá.

Ñàìàÿ äåøåâàÿ ïåðåâîçêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåâîç÷èêîì Â.

Îòâåò: 339 625.

3. Îòâåò: 3.

4. Îòâåò: 463 125.
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День 29

2.2. Неравенства

2.2.1. Квадратные неравенства

1. Çàâèñèìîñòü îáúeìà ñïðîñà q (òûñ. ðóá.) íà ïðîäóêöèþ
ïðåäïðèÿòèÿ-ìîíîïîëèñòà îò öåíû p (òûñ. ðóá.) çàäàeòñÿ
ôîðìóëîé  q p= −170 10 . Âûðó÷êà ïðåäïðèÿòèÿ çà ìåñÿö
r (òûñ. ðóá.) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëår r p q p( ) = ⋅ . Îïðåäå-
ëèòå íàèáîëüøóþ öåíó p, ïðè êîòîðîé ìåñÿ÷íàÿ âûðó÷-
êà r p( ) ñîñòàâèò íå ìåíåå 700 òûñ. ðóá. Îòâåò ïðèâåäèòå
â òûñ. ðóá.

2. Äåòàëüþ íåêîòîðîãî ïðèáîðà ÿâëÿåòñÿ âðàùàþùàÿñÿ êà-
òóøêà. Îíà ñîñòîèò èç òðeõ îäíîðîäíûõ ñîîñíûõ öèëèíä-
ðîâ: öåíòðàëüíîãî ìàññîé m = 4 êã è ðàäèóñîì R = 10  ñì,
è äâóõ áîêîâûõ ñ ìàññàìè M = 2  êã è ñ ðàäèóñàìè R h+ .
Ïðè ýòîì ìîìåíò èíåðöèè êàòóøêè îòíîñèòåëüíî îñè âðà-
ùåíèÿ, âûðàæàåìûé â êã ∙ ñì2, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

I
m M R

M Rh h= + + +( )
( )

2

2
2

2
2

çíà÷åíèè h ìîìåíò èíåðöèè êàòóøêè íå ïðåâûøàåò ïðå-
äåëüíîãî çíà÷åíèÿ 1000êã ∙ ñì2? Îòâåò âûðàçèòå â ñàíòè-
ìåòðàõ.

3. Çàâèñèìîñòü îáúeìà ñïðîñà q  (òûñ. ðóá.) íà ïðîäóêöèþ
ïðåäïðèÿòèÿ-ìîíîïîëèñòà îò öåíû p  (òûñ. ðóá.) çàäàeòñÿ
ôîðìóëîé q p= −130 10 . Âûðó÷êà ïðåäïðèÿòèÿ çà ìåñÿö
r (òûñ. ðóá.) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëår r p q p( ) = ⋅ . Îïðåäå-
ëèòå íàèáîëüøóþ öåíó p, ïðè êîòîðîé ìåñÿ÷íàÿ âûðó÷-
êà r p( ) ñîñòàâèò íå ìåíåå 360 òûñ. ðóá. Îòâåò ïðèâåäèòå
â òûñ. ðóá.

4. Äåòàëüþ íåêîòîðîãî ïðèáîðà ÿâëÿåòñÿ âðàùàþùàÿñÿ êà-
òóøêà. Îíà ñîñòîèò èç òðeõ îäíîðîäíûõ ñîîñíûõ öèëèíä-
ðîâ: öåíòðàëüíîãî ìàññîé m = 3 êã è ðàäèóñîì R = 10 ñì,
è äâóõ áîêîâûõ ñ ìàññàìè M = 1êã è ñ ðàäèóñàìè R h+ .
Ïðè ýòîì ìîìåíò èíåðöèè êàòóøêè îòíîñèòåëüíî îñè âðà-
ùåíèÿ, âûðàæàåìûé â êã ∙ ñì2, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

I
m M R

M Rh h= + + +( )
( )

2

2
2

2
2

çíà÷åíèè h ìîìåíò èíåðöèè êàòóøêè íå ïðåâûøàåò ïðå-
äåëüíîãî çíà÷åíèÿ 775 êã ∙ ñì2? Îòâåò âûðàçèòå â ñàíòè-
ìåòðàõ. 

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ïîäñòàâèì ôîðìóëó äëÿ âûðàæåíèÿ îáúåìà ñïðîñà q
â ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ âûðó÷êè ïðåäïðèÿòèÿ çà ìåñÿö r, 
ïîëó÷èì: r p q p p p p p( ) = ⋅ = −( ) = −170 10 170 10 2. Ïî óñ-
ëîâèþ r p( ) 700 òûñ. ðóá.
Ñîñòàâèì è ðåøèì íåðàâåíñòâî:

170 10 7002p p− , − + −10 170 700 02p p ,

10 170 700 02p p− + , p p2 17 70 0− + .

Ôóíêöèÿ y p p= − +2 17 70  — êâàäðàòè÷íàÿ, ãðàôèêîì 
åå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ 
(òàê êàê êîýôôèöèåíò ïðè p2  ðàâåí 1, 1 0> ). Íàéäåì 
íóëè ôóíêöèè y p p= − +2 17 70 (ò. å. çíà÷åíèÿ àðãóìåí-
òà ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî 0): 
p p2 17 70 0− + = . Ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, 

p1 7= ; p2 10= .

Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷åñêè ãðàôèê íà-
øåé ôóíêöèè.
Î÷åâèäíî, ÷òî y 0 ïðè x ∈[ ]7 10; .
Çíà÷èò, íàèáîëüøàÿ öåíà p ðàâíÿåò-
ñÿ 10 òûñ. ðóá.
Îòâåò: 10.

2. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è h > 0, h — èñ-
êîìàÿ âåëè÷èíà. Ïîäñòàâèì âñå 
äàííûå çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó ìîìåí-
òà èíåðöèè êàòóøêè I. Ó÷òåì, ÷òî ïî óñëîâèþ çàäà÷è 
I 1000 êã ∙ ñì2. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

4 2 2 10

2
2 2 10 1000

2
2+ ⋅( ) ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +( )h h ;

400 40 2 1000 02+ + −h h ; 2 40 600 02h h+ − ;

h h2 20 300 0+ − .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y h h= + −2 20 300. Îíà — êâàäðà-
òè÷íàÿ, ãðàôèêîì åå ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íà-
ïðàâëåíû ââåðõ. Íàéäåì íóëè ôóíêöèè h h2 20 300 0+ − = . 
Ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, h1 30= − , h2 10= .

Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷åñêè ãðàôèê ôóíêö
Ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà íàéäåì ðåøå-
íèå íåðàâåíñòâà:

h h2 20 300 0+ − , h ∈ −[ ]30 10; .

h > 0,  ïîýòîìó h ∈( ]0 10; . Çíà-
÷èò, èñêîìîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå h = 10 ñì.
Îòâåò: 10.

3. Îòâåò: 9.

4. Îòâåò: 15.

y

x0 107

y

x0 10−30

y ax2+bx+c

a> 0

a< 0

y ax2 +bx+c

a>0

a<0
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День 30

2.2.2. Рациональные неравенства

1. Ëîêàòîð áàòèñêàôà, ðàâíîìåðíî ïîãðóæàþùåãîñÿ âåðòè-
êàëüíî âíèç, èñïóñêàåò óëüòðàçâóêîâûå èìïóëüñû ÷àñ-
òîòîé 187 ÌÃö. Ñêîðîñòü ñïóñêà áàòèñêàôà, âûðàæà-

åìàÿ â ì/ñ, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå v c
f f

f f
=

−
+

0

0

, ãäå

ñ = 1500 ì/ñ — ñêîðîñòü çâóêà â âîäå, f0 — ÷àñòîòà èñ-
ïóñêàåìûõ èìïóëüñîâ (â ÌÃö), f — ÷àñòîòà îòðàæeííî-f
ãî îò äíà ñèãíàëà, ðåãèñòðèðóåìàÿ ïðèeìíèêîì (â ÌÃö).
Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ÷àñòîòó îòðàæåííîãî
ñèãíàëà f, åñëè ñêîðîñòü ïîãðóæåíèÿ áàòèñêàôà íå äîëæ-
íà ïðåâûøàòü 4 ì/ñ. Îòâåò âûðàçèòå â ÌÃö.

2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
íåðàâåíñòâà 5 3 6x a x− + −  îáðàçóåò îòðåçîê äëèíîé 1.

3. Ïåðåä îòïðàâêîé òåïëîâîç èçäàë ãóäîê ñ ÷àñòî-
òîé f0 190=  Ãö. ×óòü ïîçæå èçäàë ãóäîê ïîäúåçæàþùèé
ê ïëàòôîðìå òåïëîâîç. Èç-çà ýôôåêòà Äîïëåðà ÷àñòîòà 
âòîðîãî ãóäêà f áîëüøå ïåðâîãî: îíà çàâèñèò îò ñêîðîñòèf

òåïëîâîçà ïî çàêîíó f v
f

v
c

( ) =
−

0

1
(Ãö), ãäå c — ñêîðîñòü

çâóêà (â ì/ñ). ×åëîâåê, ñòîÿùèé íà ïëàòôîðìå, ðàçëè÷à-
åò ñèãíàëû ïî òîíó, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ áîëåå ÷åì íà 
10 Ãö. Îïðåäåëèòå, ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòüþ ïðè-
áëèæàëñÿ ê ïëàòôîðìå òåïëîâîç, åñëè ÷åëîâåê ñìîã ðàç-
ëè÷èòü ñèãíàëû, à ñ = 300ì/ñ. Îòâåò âûðàçèòå â ì/ñ.

4. Ëîêàòîð áàòèñêàôà, ðàâíîìåðíî ïîãðóæàþùåãîñÿ âåð-
òèêàëüíî âíèç, èñïóñêàåò óëüòðàçâóêîâûå èìïóëüñû
÷àñòîòîé 149 ÌÃö. Ñêîðîñòü ñïóñêà áàòèñêàôà, âûðà-

æàåìàÿ â ì/ñ, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå v c
f f

f f
=

−
+

0

0

,

ãäå ñ = 1500 ì/ñ — ñêîðîñòü çâóêà â âîäå, f0 — ÷àñòîòà 

èñïóñêàåìûõ èìïóëüñîâ (â ÌÃö), f — ÷àñòîòà îòðàæeííî-f
ãî îò äíà ñèãíàëà, ðåãèñòðèðóåìàÿ ïðèeìíèêîì (â ÌÃö).
Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ÷àñòîòó îòðàæåííîãî
ñèãíàëà f, åñëè ñêîðîñòü ïîãðóæåíèÿ áàòèñêàôà íå äîëæ-
íà ïðåâûøàòü 10 ì/ñ. Îòâåò âûðàçèòå â ÌÃö.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî: 1500
187

187
4⋅ −

+
f
f

;

ò. ê. f + >187 0,  òî 1500 187 4 187f f−( ) ⋅ +( );
1500 4 1500 187 4 187f f− ⋅ + ⋅ ; 1496 187 1504⋅ ⋅f ;
f 281248 1496: ; f 188. Çíà÷èò, íàèáîëüøàÿ âîçìîæ-
íàÿ ÷àñòîòà îòðàæåííîãî ñèãíàëà f ðàâíÿåòñÿ 188 ÌÃö.f
Îòâåò: 188.

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл.
В решении с помощью вер-
ного рассуждения указаны
некоторые из искомых значе-
ний параметра.

Ïðåîáðàçóåì äàí-
íîå íåðàâåíñòâî:
5 6 3x a x− − − .
Ïîñòðîèì â äàííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò
ãðàôè êè ôóíê öèé
y x a= −5
è y x= − −6 3 :

2 балла.
В решении найден хотя бы 
один верный интервал значе-
ний параметра.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî èìååò ðåøå-

íèå, åñëè: 
a
5

3 , èëè 
a
5

9, ò. å. a 15 , èëè a 45.

3 балла.
Получен правильный ответ,
но при его обосновании до-
пущены ошибки в решении
условий 1) или 2).

Ðàññìîòðèì äàííîå íåðàâåíñòâî íà êàæäîì èç ïîëó÷åí-
íûõ èíòåðâàëîâ äëÿ a.

1) 
a
x a x

15
5 6 3

;
;− − + −

⎧
⎨
⎩

a
x a x
x a x

15
5 3
5 3

;
;

;
− − +
− −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

a

x
a

x
a

15
3

6
3

4

;

;

.

+

−

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

Ðåøåíèÿ äàííîãî íåðàâåíñòâà îáðàçóþò îòðåçîê äëè-

íîé 1, åñëè 
a a+ − − =3

6

3

4
1, îòñþäà 2 6 3 9 12a a+ − + = ;

− = − +a 15 12; a = 3.

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ. 2) 

a
x a x

27
5 9

;
;− −

⎧
⎨
⎩

a
x a x
x a x

27
5 9
5 9

;
;
;

− −
− − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

a

x
a

x
a

27
9

4
9

6

;

;

.

−

+

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

Ðåøåíèÿ äàííîãî íåðàâåíñòâà îáðàçóþò îòðåçîê äëè-

íîé 1, åñëè 
a a− − + =9

4

9

6
1; îòñþäà 3 27 2 18 12a a− − − = ,

a = 57.

Îòâåò: a = 3 ; a = 57 .

3. Îòâåò: 15.

4. Îòâåò: 151.

y
x

a
=

5

y
x

=

6
3

y

xx
00

22

22

11

11

333

33

44

44

6655

55

7 87 8 999

–3–3

–2–2

–1–1

–1–1

aa
55

y
x

a
=

5

y
x

=

6
3

y
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День 31

2.2.3. Показательные неравенства

1*. Óêàæèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 

5 0 24 7 10− x , .

2*. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà

0 2 0 2
9 4 4 2 52

, , .( ) ( )− − −x x x

3*. Óêàæèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 

3 3 22 1x x+ > + .

4*. Óêàæèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 

64 0 125−x , .

5*. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 3 3 21 31 1x x x+ −+ + .

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. 5

1

5
4 7

10
− ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

x 5 54 7 10− −x .

Ôóíêöèÿ y x= 5 âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, 
ò. ê. 5 1> , ïîýòîìó

4 7 10− −x ; − − −7 10 4x ; − −7 14x ;

x − −( )14 7:  (çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ, ò. ê. ðàçäåëè-
ëè íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî åãî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè); 
x 2. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå: 2.
Îòâåò: 2.

2. Ôóíêöèÿ y x= 0 2,  óáûâàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
( 0 0< , 2 1< ), ïîýòîìó

9 4 4 2 52x x x− − − ; 9 4 4 2 5 02x x x− − − + ;

9 6 1 02x x− + ; 3 1 0
2

x −( ) .
Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x, 
ò. å. x R∈ .  Çíà÷èò, íàèáîëüøåå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà óêà-
çàòü íåâîçìîæíî.
Îòâåò: 1.

Критерии проверки решения: 3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Выполнены верные преобра-
зования, получены правиль-
ные промежуточные значе-
ния.

3 3 3 2 02⋅ − − >x x .
Çàìåíà: 3x t= , òîãäà 32 2x t= . Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
3 2 02t t− − > ; 3 2 02t t− − = ;

D b ac= − = −( ) − ⋅ ⋅ −( ) =2 2
4 1 4 3 2 25;

t
b D

a1 2 2, ;= − ±
t1

1 25

2 3
1= +

⋅
= ; t2

1 25

6

4

6

2

3
= − = − = − .

Правильно решено квад-
ратное неравенство. Верно 
записаны, окончательные 
неравенства для искомой пе-
ременной.

Çíà÷èò, t < − 2

3
 èëè t > 1.

Îáðàòíàÿ çàìåíà:

3
2

3
x < − íåò ðåøåíèÿ, ò. ê. − <2

3
0;

3 0x > èëè 3 1x > ; 3 30x > ; x > 0
(Ôóíêöèÿ y x= 3  âîçðàñòàåò íà âñåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò. ê. 3 1> .)

3 балла
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Èòàê, õ > 0; 1 — íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå äàííîãî
íåðàâåíñòâà.
Îòâåò: 1.

4. Îòâåò: 1.

5. Îòâåò: x 2.

–
2
3

y

t0 1
–

2
3

Решение показательных 
неравенств

af(x) >b, a>1, b> 0
Ðåøåíèå: f(x)> loga b.

af(x) >b, 0<a<1, b> 0
Ðåøåíèå: f(x)< loga b.

af(x) <b, a>1, b> 0
Ðåøåíèå: f(x)< loga b.

af(x) <b, 0<a<1, b> 0
Ðåøåíèå: f(x)> loga b.

af(x) >ag(x), a>1
Ðåøåíèå: f(x) >g(x).

af(x) >ag(x), 0<a<1
Ðåøåíèå: f(x) <g(x)

af(x) <ag(x),
a>1.
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День 32

2.2.4. Логарифмические неравенства

1. Eìêîñòü âûñîêîâîëüòíîãî êîíäåíñàòîðà â òåëåâèçî-

ðå C = ⋅ −5 10 6 Ô. Ïàðàëëåëüíî ñ êîíäåíñàòîðîì ïîäêëþ÷eí

ðåçèñòîð ñ ñîïðîòèâëåíèåì R = ⋅4 106 Îì. Âî âðåìÿ ðàáî-
òû òåëåâèçîðà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå U0 12=  êÂ.
Ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ òåëåâèçîðà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå óáûâàåò äî çíà÷åíèÿ U (êÂ) çà âðåìÿ, îïðåäåëÿåìîå

âûðàæåíèåì t RC
U

U
= α log2

0 (ñ), ãäå α = 1 4,  — ïîñòîÿí-

íàÿ. Îïðåäåëèòå (â êèëîâîëüòàõ) íàèáîëüøåå âîçìîæíîå

íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå, åñëè ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ òå-
ëåâèçîðà ïðîøëî íå ìåíåå 28 ñ. 

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî log log .x xx x+ +−( ) − −( )
6

2
6

2 2
36

1

8
6 4

3. Eìêîñòü âûñîêîâîëüòíîãî êîíäåíñàòîðà â òåëåâèçî-

ðå C = ⋅ −5 10 6 Ô. Ïàðàëëåëüíî ñ êîíäåíñàòîðîì ïîäêëþ÷eí

ðåçèñòîð ñ ñîïðîòèâëåíèåì R = ⋅2 106 Îì. Âî âðåìÿ ðàáî-
òû òåëåâèçîðà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå U0 25= êÂ.
Ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ òåëåâèçîðà íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñà-
òîðå óáûâàåò äî çíà÷åíèÿ U (êÂ) çà âðåìÿ, îïðåäåëÿåìîå

âûðàæåíèåì t RC
U

U
= α log2

0  (ñ), ãäå α = 2 3, — ïîñòîÿí-

íàÿ. Îïðåäåëèòå (â êèëîâîëüòàõ), íàèáîëüøåå âîçìîæíîå
íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå, åñëè ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ òå-
ëåâèçîðà ïðîøëî íå ìåíåå 46 ñ?

4. Íàõîäÿùèécÿ â âîäå âîäîëàçíûé êîëîêîë, cîäåðæàùèé
ν = 4  ìîëÿ âîçäóõà ïðè äàâëåíèè p1 1 5= , àòìîcôåðû,

ìåäëåííî îïócêàþò íà äíî âîäîeìà. Ïðè ýòîì ïðîècõî-
äèò èçîòåðìè÷åcêîå cæàòèå âîçäóõà. Ðàáîòà, cîâåðøà-
åìàÿ âîäîé ïðè cæàòèè âîçäóõà, îïðåäåëÿåòcÿ âûðàæå-

íèåì A VT
p

p
= α log2

2

1

 (Äæ), ãäå α = 9 15, — ïîcòîÿí-

íàÿ, T = °300 Ê — òåìïåðàòóðà âîçäóõà, p1 (àòì) — íà-
÷àëüíîå äàâëåíèå, à p2 (àòì) — êîíå÷íîå äàâëåíèå âîçäóõà 
â êîëîêîëå. Äî êàêîãî íàèáîëüøåãî äàâëåíèÿ p2 ìîæíî
cæàòü âîçäóõ â êîëîêîëå, åcëè ïðè cæàòèè âîçäóõà cîâåð-
øàåòcÿ ðàáîòà íå áîëåå ÷åì 10 980 Äæ? Îòâåò ïðèâåäèòå
â àòìîcôåðàõ. 

1

2

3

4
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Ответы: 1. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

1 4 4 10 5 10
12

286 6
2, log ;⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅−

U
28 10

12
286 6

2⋅ − log ;
U

10 10 16 6 0− = =[ ]; log ;2

12
1

U
log log .2 2

12
2

U
Ôóíêöèÿ y x= log2  âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ. Ïîýòîìó: 
12

2
U

. ÎÄÇ: 
12

0
U

> , U > 0, òîãäà: 12 U, 

U 6. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå âîçìîæíîå íàïðÿæåíèå íà 
êîíäåíñàòîðå ðàâíÿåòñÿ 6 êÂ.
Îòâåò: 6.

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл.
Выполнены верные преоб-
разования логарифмических 
выражений. Правильно най-
дены допустимые значения 
переменной. Правильно рас-
крыт модуль выражения при 
допустимых значениях пере-
менной.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâà ëîãàðèôìîâ:

2 36
4

8
6 46

2
6

2log log .x xx x+ +−( ) − −

Íàéäåì äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ x äëÿ ëåâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà:

36 0
6 0
6 1
6 0

2− >
+ >
+ ≠
− ≠

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x
x
x
x

;
;
;
;

6 6 0
6 0

5
6

−( ) +( ) >
+ >
≠ −
≠

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

x x
x
x
x

;
;

;
;

6 0
6 0

5

− >
+ >
≠ −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x
x
x

;
;

.

x
x
x

<
> −
≠ −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

6
6
5

;
;
.

Ïîýòîìó − < < −6 5x  èëè − < <5 6x .
Çíà÷èò, x x x− = − −( ) = −6 6 6  ïðè
âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x.

2 балла.
Правильно решено логариф-
мическое неравенство, ука-
заны возможные решения 
неравенства.

Îòñþäà, 2 6 6
1

2
6 46 6

2log log .x xx x x+ +−( ) +( )( ) − −( )

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 2 ïî÷ëåííî:

log log ;x xx x x+ +−( ) +( )( ) − −( )
6 6

26 6
1

4
6 2

log log log ;x x xx x x+ + +−( ) + +( ) − −( )
6 6 6

26 6
1

4
6 2

− −( ) + −( ) −+ +
1

4
6 6 1 06

2
6log log .x xx x

Çàìåíà: logx x t+ −( ) =6 6 , ïîëó÷èì: − + −1

4
1 02t t ;

t t2 4 4 0− + ≤ ; t −( )2 0
2

,  îòñþäà t = 2.  Îáðàòíàÿ çàìåíà:

log ;x x+ −( ) =6 6 2 x x+( ) = −6 6
2

; x x x2 12 36 6 0+ + − + = ;

x x2 13 30 0+ + = ; x1 10= − ; x2 3= − .

3 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Íî x1 10=  íå óäîâëåòâîðÿåò äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì x:

− < < −6 5x èëè − < <5 6x .
Îòâåò: –3.

3. Îòâåò: 6,25.

4. Îòâåò: 3.

x–6 6–5 x–6 6–5
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День 33

2.2.5. Системы линейных неравенств

1*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
3 1

2

3

3
1

1

6
3 1 2 2 3 3

x x x

x x x

+ − + − +

+( ) − −( ) +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.

Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ öåëûõ ðåøåíèé ñèñ-
òåìû.

2*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: x x
x

− > +
+ >

⎧
⎨
⎩

2 3
3 0

;
.

Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå öåëîå åå ðåøåíèå.

3*. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ a îòíîñèòåëü-

íî x: x a− <5 .

4*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

2 2 1 3 2 5 4
1

3

2

5
2

5 1

15

x x x
x x x

+( ) − −( ) −
− − − − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ åå öåëûõ ðåøåíèé.

5*. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ: 

x
x

− >
+ <

⎧
⎨
⎩

4 5
1 7

;
.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Ðåøèì êàæäîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû îòäåëüíî. Ïåðâîå 
íåðàâåíñòâî ïî÷ëåííî óìíîæèì íà 6 è ïðèâåäåì ê ïðî-
ñòåéøåìó ëèíåéíîìó íåðàâåíñòâó. Âî âòîðîì — ðàñêðîåì 
ñêîáêè è òîæå ïðèâåäåì åãî ê ïðîñòåéøåìó. Â îòâåò âû-
ïèøåì îáùèå ðåøåíèÿ äâóõ íåðàâåíñòâ.

3 3 1 2 3 6 1 1
3 3 2 4 3 3

x x x
x x x

+( ) − +( ) ⋅ − +( )
+ − + +

⎧
⎨
⎩

;
;

9 3 2 6 6 1
7 3 3

x x x
x x

+ − − − −
+ +{ ;

;
8 8
2 4
x
x

;
;− −{ x

x
1
2
,
.{

1; 2 — öåëûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû;
1 ⋅ 2 = 2.
Îòâåò: 2.

2. Ðåøèì îòäåëüíî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû.
1) x x− > +2 3 .

Òàê êàê x − 2 0, x + 3 0 ïðè âñåõ x, òî

x x− > +2 3
2 2

; x x x x2 24 4 6 9− + > + + ;

− >10 5x , x < −0 5, .

2) x + 3 > 0, x > 3.

Òàêèì îáðàçîì, x ∈ − −( )3 0 5; , ; –2 — íàèìåíüøåå öåëîå 
ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.
Îòâåò: –2.

Критерии проверки решения: 3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Верно определены отдель-
ные случаи для a.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: a 0 è a > 0.
Ïðè a 0 äàííîå íåðàâåíñòâî íå èìååò ðåøåíèé, ò. ê.
ìîäóëü ÷èñëà — íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à â óñëîâèè
äàíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî.

2 балла.
Верно рассмотрены случаи 
для a и получена часть вер-
ного ответа.

Åñëè a > 0, òî äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

íåðàâåíñòâ 
x a
x a

− <
− > −{ 5

5
,
;

3 балла.
Получено верное решение,
но не выписан итоговый от-
вет.

x a
x a

< +
> − +{ 5

5
,
;

ò. å. − + < < +a x a5 5.

4 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ.

Îòâåò: ïðè a 0  íåò ðåøåíèé; 
ïðè a > 0 − + < < +a x a5 5.

4. Îòâåò: 12.

5. Îòâåò: 0.

x1 2 x1 2
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День 34

2.2.6. Системы неравенств с одной переменной

2.2.7. Равносильность неравенств, систем 

неравенств

1*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
x
x x

2

2

16 0

3 0

−
+ >

⎧
⎨
⎩

;

.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó âñåõ öåëûõ ðåøåíèé ñèñòåìû. 

2*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: x x
x

2 0
3

+ >⎧
⎨
⎩

;
.

Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå. 

3*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: x
x x

2 25 0
4 0

−
+( ) >

⎧
⎨
⎩

;
.

øèòå ñóììó âñåõ öåëûõ åå ðåøåíèé.

4*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
x
x

+
− <

⎧
⎨
⎩

7 0
3 2

;
.

Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå öåëîå åå ðåøåíèå.

5*. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðà-
âåíñòâî x a x a−( ) − −( ) <5 5 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1 5x .

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâà ñèñòåìû:

x
x x

2 16
3 0
;

;+( ) >
⎧
⎨
⎩

−
< − >{ 4 4

3 0
x

x x
;

.èëè

x–3–4 40

Ïîëó÷èì: − < −4 3x  èëè 0 4< x .
Öåëûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû: –4; 1; 2; 3; 4.
Èõ ñóììà: -4 + 1 + 2 + 3 + 4 = 6.
Îòâåò: 6.

2. x x
x

+( ) >
−

⎧
⎨
⎩

1 0
3 3

;
.

x–1–3 30

Çíà÷èò, − < −3 1x  èëè 0 3< x .  Ïîýòîìó 3 — íàèáîëü-
øåå öåëîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.
Îòâåò: 3.

Критерии проверки решения: 3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Правильно решено данное
неравенство относительно 
переменной x.

x a x a−( ) − +( )( ) <5 5 0. Ðåøåíèåì äàííîãî íåðàâåíñ-
òâà ÿâëÿåòñÿ îäèí èç èíòåðâàëîâ: 5 5a a; +( ) èëè
a a+( )5 5; .

2 балла.
Проведены верные рассужде-
ния, приводящие к правиль-
ному ответу. Решена совокуп-
ность систем неравенств для 
параметра a.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è êàæäûé èç ýòèõ èíòåðâàëîâ äîëæåí
ñîäåðæàòü îòðåçîê 1 5; .[ ]
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a — ýòî
ðåøåíèå ñîâîêóïíîñòè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

5 1
5 5

5 1
5 5

a
a
a
a

<
+ >{
+ <

>{
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

;
;

;
;

a

a
a
a

<

> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
< −
>{

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

1

5
5 5

1 5
5 5

;

;

;
: ;

a
a
a
a

<
>{
< −
>{

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

0 2
0

4
1

, ;
;

;
.

3 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ.

Âòîðàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ íå èìååò ðåøåíèÿ.
Ðåøåíèåì ïåðâîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a: 0 0 2< <a , .
Îòâåò: 0 0 2< <a , .

4. Îòâåò: 10.

5. Îòâåò: 2.
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День 35

2.2.8. Метод интервалов

1*. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Â îòâåò çàïèøè-
òå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå:

5 4 20 25 1

2 3
0

2 3

2

x x x x

x x

− +( ) −( )
− −

.

2*. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 

x x

x x

x x

x

2

2

2
4

5 36

4 12

10 25 3

11 2
0

− −

− −
⋅ + + −

− −

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
.

*. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: x x2 5 6 0− + > .

4*. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
x x
x x

2

2

12 0

2 15 0

+ − <
− + +

⎧
⎨
⎩

;

.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà: 

5 2 5 1

3 1
0

2 3
x x x

x x
−( ) −( )

−( ) +( ) . ÎÄÇ: x x−( ) +( ) ≠3 1 0,

x ≠ 3; x ≠ −1. 5 2 5 1 3 1 0
2 3

x x x x x−( ) −( ) −( ) +( ) .

Íóëè ôóíêöèè y x x x x x= −( ) −( ) −( ) +( )5 2 5 1 3 1
2 3

:

x = −0 2 5 1 3 1; , ; ; ; .

Îòìåòèì íàéäåííûå íóëè
íà ÎÄÇ è îïðåäåëèì çíàê
ôóíê öèè y x( )  â êàæäîì ïîëó÷åííîì èíòåðâàëå. 
Î÷åâèäíî: x ∈ −( ] [ )1 0 1 3; ; .∪ x = 2  — íàèáîëüøåå öåëîå 
ðåøåíèå íåðàâåíñòâà.
Îòâåò: 2.

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл.
Правильно выполнены пре-
образования. Верно найдены 
все ограничения для пере-
менной x.

ÎÄÇ: 

11 0

11 2

10 25 0

4 12 0

2

2

− ≥
− ≠

+ +
− − >

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

x
x

x x
x x

;

;

;

;

x
x

x
x x

11
11 4

5 0
6 2 0

2

;
;

;
;

− ≠
+( )
−( ) +( ) >

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

[ x +( )5 0
2

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x],

x
x
x x

11
7
2 6

;
;

.
≠
< − >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ èëè

Ïîýòîìó x < −2  èëè 6 7< <x  èëè 7 11< x .

2 балла.
Учтены различные случаи 
в решении задачи. Найдена 
верно часть решения нера-
венства.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) x x2 10 25 3+ + = ,  òîãäà x +( ) =5 3
2

; x + =5 3;

x + =5 3; x = −2 èëè x + = −5 3; x = −8. x = −2 íå âõîäèò
â ÎÄÇ, çíà÷èò, x = −8 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà.

2) x x2 10 25 3+ + ≠  Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè äàííîãî

íåðàâåíñòâà íà 
x x

x

2
4

10 25 3

11 2

+ + −
− −

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
,  ïîëó÷èì 

x x

x x

2

2

5 36

4 12
0

− −

− −
; x x2 4 12 0− − > ,

ñëåäîâàòåëüíî, x x2 5 36 0− − . x x2 5 36 0− − = ; x1 4= − ;
x2 9= .

3 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ.

Ó÷èòûâàÿ âñå îãðà-
íè÷åíèÿ (îáëàñòü äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé),
ïîëó÷èì: x ∈ − −[ ) ( ) ( ]4 2 6 7 7 9; ; ; .∪ ∪
Îòâåò: x = −8; − < −4 2x ; 6 7< <x ; 7 9< x .

3.3 Îòâåò: x < 2 èëè x > 3.
4. Îòâåò: − <3 3x .

Ïðè ðåøåíèè íåðà-
âåíñòâ ìåòîäîì èí-
òåðâàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ
çíàê ôóíêöèè â êðàé-
íåì ïðàâîì èíòåðâàëå,
à äàëüøå (âëåâî) çíàêè
ôóíêöèè â èíòåðâàëàõ
÷åðåäóþòñÿ.
Íî åñëè (2x− 5)2 (2 —
÷åòíàÿ ñòåïåíü), òî
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
òî÷êó x= 2,5 ôóíêöèÿ
çíàê íå ìåíÿåò.

x1 32,5

+– + –

–1 0

–+

x6–2 117

x–4 9

x7 119–2 6–4



89

День 36

2.2.9. Использование свойств и графиков 

функций при решении неравенств

2.2.10. Изображение на координатной плоскости 

множества решений неравенств с двумя 

переменными и их систем

1*. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðåøåíèå íåðàâåíñ-
òâà x y+ < 1.

2*. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî x äëÿ êàæäîãî çíà÷å-
íèÿ a.

1

3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x

a.

3*. Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðåøåíèå íåðàâåíñ-
òâà log .3 2 2x −( ) <

4*. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a íåðàâåíñòâî x a+( )2
2

 èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

1

2

3

4
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Ответы:  1. Óðàâíåíèå x y+ = 1 çàäàåò íà êî-
îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè êâàäðàò ñ öåí-
òðîì â òî÷êå 0 0;( ) , äèàãîíàëè êîòî-
ðîãî ëåæàò íà îñÿõ Ox è Oy.
Òàê êàê íåðàâåíñòâî ñòðîãîå (<), òî
ãðàíèöû êâàäðàòà íå ÿâëÿþòñÿ åãî
ðåøåíèåì.
Èçîáðàçèì ðåøåíèå äàííîãî íåðà-
âåíñòâà íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл.
Правильно представлено гра-
фическое решение неравенс-
тва.

Èçîáðàçèì íà êîîðäè-
íàòíîé ïëîñêîñòè ãðà-

ôèêè ôóíê öèé y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

3
(0

1

3
1< < , çíà÷èò,

y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

3
 óáûâàåò íà âñåé

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ)
è y a=  (ïðÿìàÿ, ïàðàë-
ëåëüíàÿ îñè x).

2 балла.
Частично найдено верное ре-
шение задачи.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè a 0  äàííîå íåðàâåíñòâî âñåãäà âû-

ïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ãðàôèê ôóíêöèè y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

3
 âûøå îñè x.

3 балла.
Правильно рассмотрен дру-
гой случай решения.

Ïðè a > 0  äàííîå íåðàâåíñòâî èìååò ñëåäóþùèå ðåøå-
íèÿ: x a< log1

3

, x a< −log ,
3 1 x a< − log .3

4 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ.

Îòâåò: ïðè a 0 áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (ò. å.
x R∈ ); ïðè a > 0, x a< − log .3

3. Îòâåò: y

x0 5

4

3

2

6 11

–8

–6

–4

–2

y = log3(x–2)

y = 2

x= 2

4. Îòâåò: a = 0 .

y

x
0

1

1

–1

–1

y

x
0

2

2

1

1

3

3

4

4

65–2

–2

–1

–1

y = a

y = a

y = a

y = a

y = 0

)
x

y =( 13
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День 37

3.1. Определение и график функции

3.1.1. Функция. Область определения

3.1.2. Множество значений

1*. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y
x
x

= + 2
. Â îò-

âåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ ÷èñåë èç ïðîìåæóòêà 

−[ ]3 3; îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

2*. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= −2 5. Â îòâåò
çàïèøèòå íàèìåíüøåå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæà-
ùåå îáëàñòè çíà÷åíèé.

3*. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà x1 è x2 çíà÷åíèå ôóíê-
öèè y x x= + −2 6 2 ðàâíî 5? Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäå-
íèå x x1 2⋅ .

4*. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

y x x= − + −5 5 .

5*. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= + 3. Â îòâåò
çàïèøèòå íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî èç ìíîæåñò-
âà çíà÷åíèé.

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y

x
x

= + 2
 çàäàåòñÿ îãðà-

íè÷åíèÿìè:
à) x + 2 0, òî åñòü x −2,  ïîñêîëüêó ïîä çíàêîì êâàä-
ðàòíîãî êîðíÿ íå ìîæåò ñòîÿòü îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî;
á) x ≠ 0, ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü äðîáè íå ìîæåò áûòü ðà-
âåí íóëþ.

x
x

−
≠{ 2

0
;

.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîìåæóòêó −[ ]3 3;  èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
äàííîé ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò ÷èñëà: –2; –1; 1; 2; 3, ò. å. 
5 ÷èñåë.
Îòâåò: 5.

2. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå: x a2 5− = ,  êîòîðîå ðàâíîñèëüíî 
óðàâíåíèþ x a2 5= + .  Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå, åñëè 
a + 5 0, ò. å. ïðè a −5. Âñå ýòè ÷èñëà è ñîñòàâÿò ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè E f( ) = − + ∞[ )5; . Íàèìåíüøèì 
îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ïðèíàäëåæàùåì îáëàñòè çíà÷å-
íèé, ÿâëÿåòñÿ –5.

Îòâåò: –5.

3. Åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè y x x= + −2 6 2  ðàâíî 5, òî 

x x2 6 2 5+ − = , ò. å. x x2 6 7 0+ − = . Î÷åâèäíî, ÷òî íàõî-
äèòü x1  è x2  îòäåëüíî íå îáÿçàòåëüíî, ïîñêîëüêó â îòâåò 
íàäî çàïèñàòü x x1 2⋅ .  Ïî òåîðåìå Âèåòà x x1 2 7⋅ = − .

Îòâåò: –7.

4. Îòâåò: 5.

5. Îòâåò: 3.

x–1–3 31–2 20

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D(f) íàçûâàþò ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé, êî-
òîðûå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü x.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàé-
òè E(f), íåîáõîäèìî
íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a,
äëÿ êîòîðûõ f(x) =a
èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

D(f)= [a; b]

Îáëàñòüþ çíà÷åíèé
E(f)íàçûâàþò ìíîæåñ-
òâî çíà÷åíèé f(ff x), êî-
òîðûå îíà ìîæåò ïðè-
íèìàòü ïðè x∈D(f).
Îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè, çàäàí-
íîé ôîðìóëîé y=f(x),
íàçûâàþò ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé x, ïðè êî-
òîðûõ ôîðìóëà èìååò
ñìûñë (âñå äåéñòâèÿ,
óêàçàííûå ôîðìóëîé,
ìîæíî âûïîëíèòü).

E(f)= [c; d]
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День 38

3.1.3. График функции. Примеры 

функциональных зависимостей в реальных 

процессах

1*. Íà ãðàôèêå ïî-
êàçàíî èçìåíåíèå 
òåìïåðàòóðû âîç-
äóõà íà ïðîòÿæå-
íèè òðåõ ñóòîê. 
Íà îñè àáñöèññ 
îòìå÷àåòñÿ âðåìÿ 
ñóòîê â ÷àñàõ, íà 
îñè îðäèíàò — 
çíà÷åíèå òåìïåðà-
òóðû â ãðàäóñàõ.
Îïðåäåëèòå ïî ãðàôèêó íàèáîëüøóþ òåìïåðàòóðó âîçäóõà 
3 ñåíòÿáðÿ.

2*. Âîäó íåêîòîðîå âðåìÿ íàãðåâàëè. Çàâèñèìîñòü åå òåìïåðà-
òóðû t (â °Ñ) îò âðåìåíè τ (â ìèíóòàõ) çàäàíà òàê:

t τ
τ τ

τ τ
τ( ) =

+

− + <

⎧
<

10 40 0 6
100
2 120 10 15

6 10
, ;

,
, .

;
åñëè

åñëè
åñëè

⎨⎨
⎪

⎩⎪

t0  è êîíå÷íóþ tk  òåìïåðàòóðó âîäû. 
Â îòâåò çàïèøèòå èõ ñóììó.

3*. Íà ãðàôèêå ïî-
êàçàíî èçìåíå-
íèå òåìïåðàòóðû
âîçäóõà 25 ìàÿ.
Íà îñè àáñöèññ
îòìå÷àåòñÿ âðå-
ìÿ ñóòîê â ÷à-
ñàõ, íà îñè îð-
äèíàò — çíà÷å-
íèå òåìïåðàòóðû
â ãðàäóñàõ.
Â êîòîðîì ÷àñó òåìïåðàòóðà âîçäóõà áûëà íàèáîëüøåé?

4*. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî. Çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî 
èì ïóòè S (â ìåòðàõ) îò âðåìåíè t (â ñåêóíäàõ) çàäàíî 
òàê:

S t
t t

t
t t

( ) = <
− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 5 0 2
5 2 4
3 7 4 6

, , ;
, ;

,

åñëè
åñëè

åñëè

Íàéäèòå S 6( ).

1
T°C

t (÷àñ)0
12.00

4

6.00

0.00

18.00

12.00

6.00

0.00

18.00

12.00

6.00

0.00

18.00

2

6
8

10

14
12

16

20
22
24

18

1 ñåíòÿáðÿ 2 ñåíòÿáðÿ 3 ñåíòÿáðÿ

2

3

0

T,°C

t , ÷
5

2 84 6 18 2 1614 2018 2422

10

15

20

25

4
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Ответы: 1.  T°C

t (÷àñ)0
12.00

4

6.00

0.00

18.00

12.00

6.00

0.00

18.00

12.00

6.00

0.00

18.00

2

6
8

10

14
12

16

20
22
24

18

1 ñåíòÿáðÿ 2 ñåíòÿáðÿ 3 ñåíòÿáðÿ

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøàÿ òåìïåðàòóðà âîçäóõà 3 ñåíòÿá-
ðÿ ñîñòàâèëà 18 °Ñ.
Îòâåò: 18.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà âîäû t0  áóäåò â ìî-
ìåíò âðåìåíè τ = 0  ìèí, ò. å. ýòó òåìïåðàòóðó îïðåäåëèì 
ïî ôîðìóëå

t0 10 40 10 0 40 40= ° + ° = ° ⋅ + ° = °τ .

tê  áóäåò â ìîìåíò âðåìåíè 

τ = 15 ìèí, îïðåäåëèì åå ïî ôîðìóëå

tê = − ° + ° = − ⋅ + ° = − ° + ° = °2 120 2 15 120 30 120 90τ .

t t0 40 90 130+ = ° + ° = °ê .

Îòâåò: 130.

3. Îòâåò: 14.

4. Îòâåò: 11.
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День 39

3.1.4. Обратная функция. График обратной 

функции

1*. Íàéäèòå g 2( ),  åñëè g x( )  — ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíê-

öèè y
x

=
−
1

1
.

2*. Íàéäèòå sin arcsin .
1

5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3*. Íàéäèòå cos arcsin .
4

5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

4*. Íàéäèòå g 3( ), åñëè g x( )  — îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ 
ê y x= −2 5.

5*. Íàéäèòå ctg arctg .
1

3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y

x
=

−
1

1
: x ≠ 1. Òîãäà èç 

ðàâåíñòâà y
x

=
−
1

1
 èìååì:

y xy− = 1; xy y= − 1; x
y

y
= − 1

.

Îáîçíà÷àåì àðãóìåíò ÷åðåç x, à ôóíêöèþ — ÷åðåç g x( ),
ïîëó÷àåì:

g x
x

x
( ) = − 1

; g 2
2 1

2

1

2
0 5( ) = − = = , .

Îòâåò: 0,5.

2. Ïóñòü arcsin ,
1

5
= ϕ  òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ àðêñèíóñà ïîëó-

÷àåì, ÷òî sin ;ϕ = 1

5
sin , .ϕ = 0 2

Îòâåò: 0,2.

3. Ïóñòü arcsin .
4

5
= ϕ Ïî îïðåäåëåíèþ àðêñèíóñà ïîëó÷àåì, 

÷òî ϕ π π∈ −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥2 2

;  è sin .ϕ = 4

5
 Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cos ,ϕ 0

èìååì:

cos sin , .ϕ ϕ= − = − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = − = = =1 1

4

5
1

16

25

9

25

3

5
0 62

2

Îòâåò

4. Îòâåò: 4.

5. Îòâåò: 3.

Ôóíêöèþ g íàçûâàþòg
îáðàòíîé äëÿ ôóíê-
öèè f, åñëè êàæäîìó
y èç îáëàñòè çíà÷å-
íèé ôóíêöèè f ôóíê-f
öèÿ g ñòàâèò â ñîîòâåò-g
ñòâèå îäíî çíà÷åíèå
x èç îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè f, òà-
êîå, ÷òî y=f(x). Ñëåäî-
âàòåëüíî, åñëè y=f(x),
òî x=g(y).

Ôóíêöèè f èf g íàçû-g
âàþò âçàèìíî îáðàò-
íûìè.
Ãðàôèêè âçàèìíî îá-
ðàòíûõ ôóíêöèé ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî ïðÿìîé y=x.
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День 40

3.1.5. Преобразование графиков: параллельный 

перенос, симметрия относительно осей координат

1*. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå  èìååò òðè
êîðíÿ?

a x x a x+ − −( ) − − −( ) =4 4 1 2 02

*. Óêàæèòå ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãðàôèêà ôóíêöèè

y x= +( ) +3 5
2

, ïîëó÷åííîãî èç ãðàôèêà y x= 2 , íà «m»
åäèíèö âäîëü îñè x è «n» åäèíèö âäîëü îñè y. Â îòâåò
çàïèøèòå «m n+ ».

3*. Óêàæèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå âõîäèò â ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= + −3 4.

1

2

3
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Ответы:

Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Сделан верный переход 
к совокупности уравнений 
и предложен ход дальнейше-
го решения (графический или 
аналитический).

Óðàâíåíèå a x x a x+ − −( ) − − −( ) =4 4 1 2 02

a x x
a x

+ − − =
− − − =

⎡
⎣
⎢

4 4 0
1 2 0

2 ;
.

Ðàññìîòðèì ãðàôèêè ôóíêöèé a x x
a x

= − +
= − +

⎡
⎣
⎢

2 4 4
2 1

;  â êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè x0a.

2 балла.
Верно решено одно из урав-
нений совокупности или по-
строен график соответствую-
щей функции.

1) Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè

a x x= − +2 4 4 èëè a x= −( )2
2
.

Ýòî ïàðàáîëà âåòâÿìè ââåðõ a x= 2,
ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåííàÿ ïî îñè x
íà 2 åäèíèöû âïðàâî.

3 балла.
Верно рассмотрены оба урав-
нения совокупности, в ре-
зультате чего получена часть 
верного ответа.

2) Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè
a x= − +2 1.
Ýòî ãðàôèê ôóíêöèè a x= ,  êîòî-
ðûé ïåðåíåñëè ïàðàëëåëüíî ïî îñè 
x íà 2 åäèíèöû âïðàâî è ïî îñè a
íà 1 åäèíèöó ââåðõ.

4 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ.

3) Ïîñòðîèì ïîëó÷åííûå ãðàôèêè â îäíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò.

a

x
0

2

2

1

1

3

3

4

4

65

5

7–6 –4–5 –3 –2 –1

–1

y = 1

Î÷åâèäíî, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ðîâíî òðè êîð-
íÿ, åñëè a = 1.
Îòâåò: 1.

2. Îòâåò: 2.

3. Îòâåò: –4.

a

x0 2

2

1

1

3

3

4

4–2

–2

–1

–1

a

x0 2

2

1

1

3

3

4

4–2

–2

–1

–1
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День 41

3.2. Элементарное исследование функций

3.2.1. Монотонность. Возрастание и убывание 

функции

1*. Íà ðèñóíêå èçîáðà-
æåí ãðàôèê ôóíê öèè
f x( ),  îïðåäåëåííîé
íà èíòåðâàëå −( )8 3; .
Îïðåäåëèòå êîëè÷åñ-
òâî ïðîìåæóòêîâ, íà
êîòîðûõ ôóíêöèÿ âîç-
ðàñòàåò.

2*. Íà ðèñóíêå ïîêàçà-
íî èçìåíåíèå öåí íà
ïàëëàäèé â ïåðèîä
ñ 10 ïî 23 ñåíòÿáðÿ
2008 ãîäà â ðóáëÿõ
çà ãðàìì.
Îïðåäåëèòå ïî ãðà-
ôèêó, ñêîëüêî äíåé
èç äàííîãî ïåðèîäà
öåíà íà ïàëëàäèé
ñíèæàëàñü.

3*. Íà ðèñóíêå èçîáðà-
æåí ãðàôèê ôóíê-
öèè f x( )  íà èíòåð-
âàëå −( )1 5; .
Îïðåäåëèòå êîëè÷åñ-
òâî ïðîìåæóòêîâ, íà
êîòîðûõ ôóíêöèÿ
óáûâàåò.

4*. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî
èç ìå íåíèå ñðåäíåé
äíåâ íîé òåìïåðàòó-
ðû â Áàðíàóëå âî
âòîðîé ïîëîâèíå ñåí-
òÿáðÿ 1959 ã.
Îïðåäåëèòå ïî ãðàôè-
êó, ñêîëüêî äíåé èç
äàííîãî ïåðèîäà òåì-
ïåðàòóðà ïîâûøàëàñü.

1y

x
0

2

2

1

1

3

3

–7–8 –6 –4

–4

–5

–5

–3

–3

–2

–2

–1

–1

2ðóá/ã

11

175

10 13

12

15

14

17

16

21

2018

19 23

22

181

187

193

199

205

ñåíòÿáðü 2008 ã.

3y

x0
2

2

1

1

3

3

4 5–2

–2

–1

–1

4T°C

17

8

6
16 1918 2120 2322 272624 25 2928

10

12

14

16

18

ã. Áàðíàóë, ñåíòÿáðü 1959 ã.
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Ответы: 1. 
y

x
0

2

2

1

1

3

3

–7–8 –6 –4

–4

–5

–5

–3

–3

–2

–2

–1

–1

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f x( ) âîçðàñòàåò ïðè x ∈ − −[ ]5 4;
è −[ ]3 1; ,  òî åñòü òàêèõ ïðîìåæóòêîâ äâà.
Îòâåò: 2.

2.
ðóá/ã

11

175

10 13

12

15

14

17

16

21

2018

19 23

22

181

187

193

199

205

ñåíòÿáðü 2008 ã.

Ïî ãðàôèêó âèäíî, ÷òî öåíà ñíèæàëàñü ñ 10 ïî 12 ñåí-
òÿáðÿ (2 äíÿ), ñ 14 ïî 18 ñåíòÿáðÿ (åùå 4 äíÿ) è ñ 19 
ïî 21 ñåíòÿáðÿ (òàêæå 2 äíÿ), òî åñòü âñåãî 2 4 2 8+ + =
äíåé.
Îòâåò: 8.

3. Îòâåò: 2.

4. Îòâåò: 7.

Возрастающая функция

Åñëè äëÿ ëþáûõ x1
è x2 èíòåðâàëà (a; b) èç 
óñëîâèÿ x1 <x2 ñëåäóåò 
y1 <y2, òî f(x1)<f(x2).
Åñëè ôóíêöèÿ y=f(x) 
íà èíòåðâàëå (a; b) 
âîçðàñòàåò, òî èç óñ-
ëîâèÿ f(x1)<f(x2) ñëå-
äóåò x1 <x2.

Убывающая 
функция

Åñëè äëÿ ëþáûõ x1
è x2 èíòåðâàëà (a; b) èç 
óñëîâèÿ x1 <x2 ñëåäóåò 
y1 >y2, òî f(x1)>f(x2).
Åñëè ôóíêöèÿ y=f(x) 
íà èíòåðâàëå (a; b) 
óáûâàåò, òî èç óñëî-
âèÿ f(x1)>f(x2) ñëåäó-
åò x1 <x2.
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День 42

3.2.2. Четность, нечетность

3.2.3. Периодичность, ограниченность

3.2.4. Ограниченность функций

1*. Ôóíêöèþ f x x x x( ) = + − +3 22 2 ïðåäñòàâüòå â âèäå
f x g x p x( ) = ( ) + ( ), ãäå g x( )  — ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, p x( )  —
íå÷åòíàÿ. Â îòâåò çàïèøèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
g p−( ) + ( )1 2 2 .

2*. Ôóíêöèÿ f x( )  îïðåäåëåíà íà âñåé
÷èñëîâîé îñè è ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñ-
êîé ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì
ïåðèîäîì 5. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí
ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè íà îòðåçêå
−[ ]2 3; .

Âû÷èñëèòå f 6( ).

3*. Íàéäèòå ctg ,− °( )585  ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ, ÷åòíîñ-
òüþ èëè íå÷åòíîñòüþ ôóíêöèè.

4*. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè
f x x( ) = tg .2π

5*. Ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ, ÷åòíîñòüþ èëè íå÷åòíîñòüþ

ôóíêöèè, íàéäèòå sin .−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

21

2

π

1

2y

x
0

2

2

1

1

3

3

–3

–3

–2

–2

–1

–1

3

4

5
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Ответы: 1. Ôóíêöèþ f x( ) â âèäå ñóììû ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü òîëüêî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g x x( ) = +2 22 , ãäå g x( ) — ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîñêîëüêó 
g x g x−( ) = ( );

p x x x( ) = −3 ,  ãäå p x( ) — íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîñêîëüêó 
p x p x−( ) = − ( ).

Íàéäåì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ g p−( ) + ( )1 2 2 :

g −( ) = ⋅ −( ) + =1 2 1 2 4
2

; 2 2 2 2 2 123p ( ) = ⋅ −( ) = .

Òîãäà g p−( ) + ( ) = + =1 2 2 4 12 16.

Îòâåò: 16.

2. Ôóíêöèÿ f x( )  — ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = 5.  Ïîýòîìó 

f x f x T f x T( ) = +( ) = −( ).
Òîãäà f f f6 6 5 1 2( ) = −( ) = ( ) = − .
Îòâåò: –2.

3. Ôóíêöèÿ y x= ctg íå÷åòíàÿ, ïîýòîìó

ctg ctg .− °( ) = − °585 585

Ïåðèîä T = °180 , ïîýòîìó:

− ° = − ° + °( ) = − ° ⋅ + °( ) =ctg ctg ctg585 540 45 180 3 45

= − ° = −ctg .45 1

Îòâåò

4. Îòâåò: T = = =π
π2

1

2
0 5, .

5. Îòâåò: –1.

Четная функция 
f(ff −x− )x = f(ff x(( ), x

x ∈x D(f).ff

График симметричен 
относительно оси Oy

Нечетная функция
f(ff −x− ) x = −f(ff x(( ),x

x ∈ x D(f).ff

График симметричен от-
носительно точки O (0; 0)

Периодические 
функции

f(ff x(( − T)TT = f(ff x(( + T) TT = f(ff x(( ), x
x ∈x D(f),ff T > 0

f(x
0
)

x
0

x
0

+ Tx
0

– T x

y

0
Если функция y = f(ff x(( ) x

имеет наи меньший поло-
жительный период T, тоTT

функция y = f(ff kx + b) имеет
наименьший положи-

тельный период 
T
k
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День 43

3.2.5. Точки экстремума функции

1. Ãðàôèê ôóíêöèè y f x= ( )  îïðåäåëåí íà èíòåðâàëå −( )7 5; .
Íàéòè ñóììó òî÷åê ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.

–7 50

1

y

x

y = f(x)

2*. Îïðåäåëèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y x x= − + −2 8 92 .

3. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y f x= ( ) , îïðåäå-
ëåííîé íà èíòåðâàëå (–4;8). Íàéäèòå ñóììó òî÷åê ýêñòðå-
ìóìà ôóíêöèè f x( ) .

y

x
0

2

2

1

1

3

3

4

–4

65

–3

7 8–4 –3 –2

–2

–1

–1

y = f(x)

4*. Îïðåäåëèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè y x x= + +2 4 3.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ïî ðèñóíêó âèäíî, ÷òî òî÷êàìè ìàêñèìóìà áóäóò:
x1 3= − ; x2 1= − ; x3 2= ; x4 4= .

Òî÷êè ìèíèìóìà:
x1 5= − ; x2 2= − ; x3 0= ; x4 3= .

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà òî÷åê ýêñòðåìóìà:

− + −( ) + + + −( ) + −( ) + + = −3 1 2 4 5 2 0 3 3.

Îòâåò

2. Ôóíêöèÿ y x x= − + −2 8 92 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó, 
âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû âíèç. Ìàêñèìóìîì äàííîé 
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà ïàðàáîëû.

x
b
ab = − = −

⋅ −( ) =
2

8

2 2
2.

Ýòî çíà÷åíèå è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà.
Îòâåò: 2.

3. Îòâåò: 9.

4. Îòâåò: –2.

Экстремумы (макси-
мумы и минимумы)

функции

x0x — точка минимума,
f(ff x(( 0xx ) — минимум

f(ff x(( )x > f(ff x(( 0xx )

x0x  — точка максимума,
f(ff x(( 0xx ) — максимум

f(ff x(( )x < f(ff x(( 0xx )
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День 44

3.2.6. Наибольшее и наименьшее значения 

функции

1*. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x x= −cos cos .2

2*. Îïðåäåëèòå ñòîðîíû a è b ïðÿìîóãîëüíèêà ñ ïåðèìåòðîì
20 ñì, èìåþùåãî íàèáîëüøóþ ïëîùàäü. Â îòâåò çàïèøèòå
a b+ .

3*. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x x= +cos cos .2

4*. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè x ôóíêöèÿ y x x= − +2 4 62  ïðèíèìà-
åò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå?

1

2

3

4
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Ответы: 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé cos cos ,2 2 12α α= − òîãäà äàí-
íóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

y x x= − −2 12cos cos .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî −1 1cos ,x  âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíê-
öèè ïðè cos :x = 1

y = − −2 1 1; y = 0.

cosx = −1 ïîëó÷àåì y = ⋅ −( ) − − −( ) =2 1 1 1 2
2

.
Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè áóäåò 2.
Îòâåò: 2.

2. Ïóñòü îäíà ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà — x ñì, òîãäà äðóãàÿ 
ñòîðîíà ðàâíà 10 −( )x ñì, à ïëîùàäü S x x= ⋅ −( )10  èëè 

S x x= −10 2  ñì2.
Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â äâó÷ëåíå 10 2x x− :

10 10 102 2 2x x x x x x− = − + = − −( ) =

10 25 25 5 252 2
x x x= − − + −( ) = − −( ) + .

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå − −( ) <x 5 0
2

ïðè x ≠ 5. Òîãäà 

ñóììà − −( ) +x 5 25
2

 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè 
x = 5. Çíà÷èò, ïëîùàäü áóäåò íàèáîëüøåé, êîãäà ñòîðîíû 
ïðÿìîóãîëüíèêà a = 5 è b = − =10 5 5, ò. å. ïðÿìîóãîëüíèê 
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. Òàêèì îáðàçîì, a b+ = + =5 5 10.

Îòâåò: 10.

3. Îòâåò: 0.

4. Îòâåò: 1.

Наибольшее и наи мень-
шее значение функ ции:

max f(x)=f(b)=d,
[ab]

min f(x)=f(x1)=c
[ab]

a

b

Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëü-
íèêà ðàâåí óäâîåííîé 
ñóììå ñîñåäíèõ ñòî-
ðîí:

P=2(a+b).
Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëü-
íèêà ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ åãî ñòîðîí:

S=ab.
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День 45

3.3. Основные элементарные функции

3.3.1. Линейная функция, ее график

1*. Ðåøèòå óðàâíåíèå ax
x
x

a+ = +2
2.

2*. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y kx b= + . Îïðå-
äåëèòå ïî ðèñóíêó k è b. Â îòâåò çàïèøèòå k b+ .

y

x
0

1

1

3

3

–2

–3

–1
–1

y =
kx

+
b

1

2

Свойства функции y =y kx +x b

1. D(y( )yy = R.
2. E(y( )yy = R, если k ≠ 0; E(y( ) yy = {b}, если 

k = 0.
3. Если k ≠ 0, b ≠ 0, то функция ни 

четная, ни нечетная; если k = 0, 
b ≠ 0, то функция четная; если 
b = 0, k ≠ 0, то функция нечетная; 
если k = 0, b = 0, то функция и 
четная, и нечетная.

4. Если k > 0, то функция возраста-
ет; если k < 0, то функция убыва-
ет; если k = 0, то функция посто-
янная.

5. k = tg α, α — угол наклона пря-
мой y = kx + b к оси Ox (угол от-x
считывается от дополнительно-
го направления оси Ox против x
хода часовой стрелки).

6. Если k ≠ 0, то точек экстремумов 
нет; если k = 0, то все точки x ∈ x R
являются точками экстремумов.

График функции y =y kx +x b (прямая)

α
α

≠ ≠

αα

≠
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Ответы:

Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Верно рассмотрены случаи 
x > 0 и x < 0.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå ax
x
x

a+ − =2
2 .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè y a= è y ax
x
x

= + −2
2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x > 0 y ax
x
x

= + −2
2; y ax= — ëè-

íåéíàÿ ôóíêöèÿ âèäà y kx b= + , ãäå k a= ; b = 0.

Ïðè x < 0 y ax
x
x

= − −2
2; y ax= − 4.

Ýòî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y kx b= + ,  ãäå k a= è b = −4.

Ïîëó÷àåì: y ax
x
x

ax x
ax x

= + − = >
− <{2

2
0

4 0
, ;

, .

2 балла.
Верно рассмотрен хотя бы 
один из случаев a > 0, a < 0
и a = 0.

Ïîñòðîèì ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè
ñîâìåñòíî ñ y a=  äëÿ ñëó÷àåâ,
êîãäà a > 0, a < 0 è a = 0.
1) a > 0.
Ïðè a > 0 óðàâíåíèå èìååò îäèí
êîðåíü ax a= ; x = 1.

3 балла.
Верно рассмотрены случаи 
a > 0, a < 0 и a = 0,  но ре-
шение содержит ошибку или 
недостаточно обосновано.

2) a < 0.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè − < <4 0a
óðàâíåíèå èìååò 2 êîðíÿ:
ax a= ; èëè ax a− =4 ;
x1 1= ax a= + 4;

x
a

a2

4= +
.

Åñëè a −4,  òî óðàâíåíèå èìååò
îäèí êîðåíü: ax a= ; x = 1.

3) a = 0.

y x
x

= >
− <{0 0
4 0
; ;
; .

æåñòâî êîðíåé, ò. å. x ∈ + ∞( )0; .

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Îòâåò: 1) x = 1 ïðè a ∈ −∞ −( ] + ∞( ); ; ;4 0∪  2) x1 2= ;

x
a

a2

4= +
 ïðè a ∈ −( )4 0; ; 3) x ∈ + ∞( )0;  ïðè a = 0.

2. Îòâåò: −2.

y

x
0

2

2

1

1

3

3

4 5–4

–4

–5

–6

–3

–3

–2

–2

–1

–1

y = ax–4
x<0
a>0

y = a

y = ax
x>0
a>0

a>0,

y

x
0

2

2

1

1

3 4 65–6 –4

–4

–5

–5

–3

–3

–2

–2

–1

–1

y = ax–4
x<0
a<0

y = a

y = a,

y = ax
x>0
a<0

a<0

y

x0

y =–4

a= 0

x<0

x>0
y = 0

–4
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День 46

3.3.2. Обратно пропорциональная зависимость 

и ее график

1*. Íà ðèñóíêå ñõåìàòè÷íî 
èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè 

y
x a

b=
+

+2
. Îïðåäåëèòå a

è b. Â îòâåò çàïèøèòå a b⋅ .

2*. Îïðåäåëèòå àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà 

y
x

= −
+

−5

1
2  ñ îñüþ Ox.

3*. Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå íà-

õîäèòñÿ ãàç. Îáúåì V (ëèòðîâ) ãàçà âû÷èñëÿåòñÿ ïî V ôîð-

ìóëå V
p

= 6
,  ãäå p — äàâëåíèå (â àòìîñôåðàõ). Íàéäèòå

îáúåì, çàíèìàåìûé ãàçîì ïðè äàâëåíèè 12 àòì.

4*. Íà ðèñóíêå ñõåìàòè÷íî èçîá-

ðàæåí ãðàôèê y
x a

b= −
+

+2
.

Îïðåäåëèòå ïî ðèñóíêó a è b.
Â îòâåò çàïèøèòå a b+ .

5*. Îïðåäåëèòå îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà 

y
x

= −
+

−5

1
2  ñ îñüþ îðäèíàò.

1y

x
0

2

2

1

1

3

3

4

4

65

5

7–2

–2

–1

–1

2

3

4

x

y

0
2

2

1

1

3–4

–4

–5

–5

–3

–3

–2

–2

–1

–1

5
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Ответы: 1. Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïîëó÷åí ïðè ïåðåìåùåíèè ãðà-

ôèêà y
x

= 2
âäîëü îñè Ox âïðàâî íà 3 åäèíèöû è âäîëü 

îñè Oy ââåðõ íà 2 åäèíèöû, ò. å. ýòî ãðàôèê ôóíêöèè 

y
x

=
−

+2

3
2.

Çíà÷èò, a = −3; b = 2; a b⋅ = − ⋅ = −3 2 6.

Îòâåò

2. Åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îñü Ox, çíà÷èò, îðäèíà-
òà ýòîé òî÷êè ðàâíà íóëþ, ò. å. y = 0.

0
5

1
2= −

+
−

x
;

5

1
2

x +
= − ; x + = −1 2 5, ; x = −3 5, .

Îòâåò: –3,5.

3. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè V
p

= 6
 è ïðè ýòîì p = 12  àòì, òî

V = =6

12
0 5, (ë).

Îòâåò: 0,5.

4. Îòâåò: a = 1; b = −2; a b+ = −1.

5. Îòâåò: –7.Свойства функции

y
k

x n
= +2 1

, n ∈∈ N

1. D(y( ): yy x ≠ 0.
2. E(y( ): yy y ≠ 0.
3.  Функция нечетная: 

k
x

k
xn n( )

.
−

= −+ +2 1 2 1

4.  Нулей функция не 
имеет.

5.  Промежутки знако-
постоянства: если 
kk > 0, то y < 0 для
x ∈ x (−∞; 0) и y > 0 для 
x ∈x (0; +∞); если k < 0, 
то y < 0 для x ∈x (0; +∞)
и y > 0 для x ∈x (−∞; 0).

6.  Промежутки 
монотонно с ти: если 
k > 0, то функция убы-
вает на каждом из 
промежутков (−∞; 0),
(0; +∞); если k < 0, то
функция возрастает 
на каждом из проме-
жутков (−∞; 0), (0; +∞).

7. Экстремумов нет.

График функции y
k

x n
= +2 1

, n ∈∈ N
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День 47

3.3.3. Квадратичная функция и ее график

1*. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé

− + =
− =

⎧
⎨
⎩

x y a
x y a

2

2

;

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a?

2*. Íàéäèòå îðäèíàòó âåðøèíû ïàðàáîëû y x x= + +2 4 1.

3*. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû 

y x x= − + −1

3
2 32  ñ îñüþ Oy.

1

2

3

Свойства функции
axaa 2xx  + bx +x c = 0, c a ≠≠ 0

1. D(y( )yy = R.
2. E(y( )yy = [y[ 0yy ; +∞), если a > 0, 

E(y( )yy = (−∞; y0yy ], если a < 0, 

где y ax bx c0 0
2

0= + + ,

x
b
a0 2

= − .

3.  Если b = 0, то функция чет-
ная; если b ≠ 0, то функция 
ни четная, ни нечетная.

4.  Если a > 0, то функция воз-
растает при x ∈x [x[[ 0x ; +∞), 
убывает при x ∈x (−∞; x0xx ]; 
если a < 0, то функция воз-
растает при x ∈x (−∞; x0x ], 
убывает при x ∈ x [x[[ 0xx ; +∞), 

где x
b
a0 2

= − .

5. Точка минимума, если a > 0:

x
b
a0 2

= − ; 

точка максимума, если a < 0:

x
b
a0 2

= −

График функции axaa 2xx + bx +x c,c a ≠≠ 0 (парабола)

D < 0 D = 0 D > 0

a > 0

a < 0
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Ответы:

Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Верно получена совокуп-
ность уравнений относитель-
но a или сделана попытка 
аналитического решения.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì y x a= +2 , ïîäñòàâèì âî

âòîðîå óðàâíåíèå: x x a a− +( ) =2 2
; x x ax a a− − − =4 2 22 .

Çàïèøåì óðàâíåíèå êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî a:

a x a x x2 2 42 1 0+ +( ) ⋅ + − = .
2 балла.
Верно рассмотрен один из 
случаев расположения пара-
болы и получена часть вер-
ного ответа.

Ðåøèì åãî îòíîñèòåëüíî a:

D x x x x x x x x= +( ) − ⋅ −( ) = + + − + = +( )2 1 4 4 4 1 4 4 2 12 2 4 4 2 4 2
;

a
x x

x x1

2
22 1 2 1

2
= − − + + = − + ;

a
x x

x x2

2
22 1 2 1

2
1= − − − − = − − − .

3 балла.
Рассмотрены оба случая рас-
положения парабол в систе-
мах xOa или xOy и получен y
ответ, но он недостаточно 
обоснован или содержит не-
значительные ошибки.

Ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé: 
a x x
a x x

= − +
= − − −

⎡

⎣
⎢

2

2 1

;

.
xOa.

1) a x x= − +2  — ïàðàáîëà âåòâÿìè âíèç. Âåðøèíà ïàðà-

áîëû: xâ = −
−

=1

2

1

2
; aâ = − + =1

4

1

2

1

4
.  Íóëè: x1 0= ; x2 1=

2) c x x= − − −2 1 — ïàðàáîëà âåòâÿìè âíèç. Âåðøèíà

ïàðàáîëû: xâ =
−

= −1

2

1

2
; aâ = − + − = −1

4

1

2
1

3

4
. Íóëåé íåò.

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé:
a

x
0

–
3
4

–
1
2

1
2

1
4

; ðåøåíèé íåòa> 1
4

; îäíî ðåøåíèåa= 1
4

; 4 ðåøåíèÿa<–3
4

 ; 2 ðåøåíèÿ�a< 1
4

–3
4

–1

1

Îòâåò: 1) ðåøåíèé íåò ïðè a > 1

4
; 2) îäíî ðåøåíèå ïðè

a = 1

4
; 3) äâà ðåøåíèÿ ïðè − <3

4

1

4
a ;  4) ÷åòûðå ðåøå-

íèÿ ïðè a < − 3

4
.

2. Îòâåò: –3.
3. Îòâåò: –3.
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День 48

3.3.4. Степенная функция с натуральным 

показателем

1*. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíê-

öèè y x a b= +( ) +5
. Îïðåäåëèòå a

è b. Â îòâåò çàïèøèòå a b⋅ .

2*. Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ôóíêöèè y x= 12, âûÿñíèòå, ñêîëü-

êî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x12 3= .

3*. Ôóíêöèÿ çàäàíà ôîðìóëîé f x x( ) .= 2 3  Âû÷èñëèòå çíà÷å-

íèå ðàçíîñòè f f2 3 1( ) − ( ).

4*. Ôóíêöèÿ çàäàíà ôîðìóëîé f x x( ) .= +( ) −1 8
3

 Íå âûïîëíÿÿ
ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà, íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ãðàôèêà ñ îñüþ Ox.

5*. Ðåøèòå óðàâíåíèå ãðàôè÷åñêè: x x5 3= . Â îòâåò çàïèøèòå
öåëûé êîðåíü.

1y

x0
–1

–1
–2

2

3

4

5

Свойства функции y =y axaa 2xx n, n ∈∈ N

1. D(y( )yy = R.
2. E(y( )yy = [0; +∞), если a > 0, E(y( )yy = (−∞; 0], если a < 0.
3. Функция четная: a (−x− )x 2n = ax2xx n.
4. Ноль функции: x = 0.
5. Промежутки знакопостоянства: ax2n 0 для x ∈ x R, 

если a > 0; ax2n 0 для x ∈x R, если a < 0.
6. Промежутки монотонности: если a > 0, то функ-

ция убывает для x ∈x (−∞; 0] и возрастает для 
x ∈x [0; +∞);
если a < 0, то функция возрастает для x ∈ x (−∞; 0]
и убывает для x ∈x [0; +∞).

7. Экстремумы:
если a > 0, то x = 0 — точка минимума;
если a < 0, то x = 0 — точка максимума.

Свойства функции y =y axaa 2xx n + 1, n ∈∈ N

1. D(y( )yy = R.
2. E(y( )yy = R.
3. Функция нечетная: a (−x− )x 2n + 1= − ax2n + 1.
4. Ноль функции: x = 0.
5. Промежутки знакопостоянства: если a > 0, то y < 0 

для x ∈x (−∞; 0) и y > 0 для x ∈x (0; +∞); если a < 0, то 
y < 0 для x ∈x (0; +∞) и y > 0 для x ∈x (−∞; 0).

6. Промежутки монотонности: если a > 0, то функ-
ция возрастает для x ∈x R; если a < 0, то функция 
убывает для x ∈x R.

7. Экстремумов нет.
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Ответы: 1. Ãðàôèê äàííîé ôóíêöèè ïîëó÷åí
ïóòåì ïåðåíîñà ãðàôèêà ôóíêöèè
y x= 5 ïî îñè Ox íà 1 åäèíèöó âëå-
âî è âíèç ïî îñè Oy íà 2 åäèíèöû.
Çíà÷èò, ýòî ãðàôèê ôóíêöèè

y x= +( ) −1 2
5

.

a = 1, b = −2, a b⋅ = −2.
Îòâåò: –2.

2. Ãðàôèêè ôóíêöèé y x= 12  è y = 3
èìåþò äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ïî-

ýòîìó óðàâíåíèå x12 3= èìååò äâà 
ðåøåíèÿ.
Îòâåò: 2.

3. Íàéäåì çíà÷åíèå ðàçíîñòè:

f f2 3 1 2 2 3 2 1 16 6 103 3( ) − ( ) = ⋅ − ⋅ ⋅ = − = .

Îòâåò: 10.

4. Îòâåò: 1.

5. Îòâåò: 0.

y

x0
–1

–1
–2

y

x0

y = 3 3

График функции
y = y axaa 2xx n, n ∈∈ N

y=ax2n, a> 0

y=ax2n, a< 0

График функции 
y = y axaa 2xx n + 1, n ∈∈ N

a< 0

a> 0
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День 49

3.3.5. Тригонометрические функции, их графики

1*. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèå a x a x2 2 2 2 4 0+ − − =cos sin  èìååò íà èíòåðâàëå 0; π[ ]
ðîâíî äâà êîðíÿ.

2*. Îïðåäåëèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 
y x= −2 3 1sin .

3*. Îïðåäåëèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè
y x= ( ) +3 2 1tg .π

1

2

3

График функции y = siny x (синусоида)x

π

  π

ππ ππ

π
π

π

π

График функции y = cosy x (косинусоида)x

π   ππ πππ π π

График функции y = tgy x (тангенсоида)x

ππ   ππππππ πππ π π π

График функции y = ctgy x (котангенсоида)x

π   πππ ππππππ π π π
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Ответы:

Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Сделан верный переход 
к уравнению, содержащему 
одну функцию.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó cos sin ,2 1 2 2α α= − óðàâíåíèå ïðè-
ìåò âèä

a x a x2 22 2 1 2 4 0+ − −( ) − =sin sin ;

Верно выполнены преобра-
зования, выделен полный 
квадрат.

a x a x2 22 2 4 4 0+ − + − =sin sin ;
4 4 02 2sin sin ;x a x a− + =

2 0
2

sin ;x a−( ) =

Ответ получен аналитически 
или графически, но недоста-
точно обоснован или сдела-
ны незначительные ошибки.

2 0sin .x a− =
Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè a x= 2sin â êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè xOa.

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå 0; π[ ]  óðàâíåíèå áóäåò èìåòü
ðîâíî äâà êîðíÿ ïðè 0 2a < .
Îòâåò: a ∈[ )0 2; .

2. Îòâåò: –3.

3. Îòâåò: 0,5.

y = a

O

a

xxx

2

π

–2

2π
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День 50

3.3.6. Показательная функция, ее график

1*. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷íî ãðàôèê ôóíêöèè y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −1

2
3.

Îïðåäåëèòå ïî ãðàôèêó íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

2*. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà y x= −7 3
ñ îñüþ Oy.

3*. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè

y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −1

2
16 ñ îñüþ Ox.

4*. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíê-

öèè y b
x a

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ +

+
1

5
. Íàéäèòå a è b, 

â îòâåò çàïèøèòå a b⋅ .

5*. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè
y x= −+5 1251  ñ îñüþ Ox.

1

2

3

4y

x0 2

2

1

11

5
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Ответы: 1. Ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèì ãðàôèêè.

à) y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2
.

Ýòà ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ óáû-
âàåò, ò. ê. îñíîâàíèå 

a = <1

2
1.

á) Ïðè x 0 ãðàôèê ôóíêöèè

y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2
 ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì

ôóíêöèè y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2
. Ïðè x < 0 ãðà-

ôèê ôóíêöèè y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2
ïîëó÷àåòñÿ

â ðåçóëüòàòå ñèììåòðè÷íîãî îòîá-
ðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî Oy åãî ïðà-
âîé ÷àñòè.

â) y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −1

2
3.

Ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåì ãðàôèê

y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2
 âäîëü îñè Oy íà (–3) åäèíè-

öû. Ïî ãðàôèêó âèäíî, ÷òî íàèáîëü-

øåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y 0 2( ) = − .

Îòâåò: –2.

2. Ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü Îy, åñëè x = 0.

y = −7 30 ; y = −1 3; y = −2.

Îòâåò: –2.

3. Ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü Ox ïðè y = 0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

0
1

2
16= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ −

x

;
1

2
16

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

x

;
1

2

1

2

4⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−x

; x = −4.

Îòâåò: –4.

4. Îòâåò: a = −2; b = 1, a b⋅ = −2.

5. Îòâåò: 2.

График функции y =y axaa
(a > 0, a ≠≠ 1)

0 < a < 1

a > 1

Свойства
показательной 

функции y = y a x (x a >> 0, 
a ≠≠ 1)

1. D(ax) xx = R.
2. E(ax) xx = (0; +∞).
3. Функция ни четная, 

ни нечетная.
4. Нулей функция не 

имеет.
5. Промежутки знако-

постоянс тва: ax > 0
для x ∈ x R.

6. Промежутки моно-
тонности: если a > 1, 
то функ ция возрас-
тает при x ∈ x R; если 
0 < a < 1, то функция
убывает при x ∈ x R.

7. Экстремумов нет.

y

x0

1

y

x0

1

y

x0

1

–2

–3
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День 51

3.3.7. Логарифмическая функция и ее график

1*. Èçîáðàçèòå ñõåìàòè÷íî ãðàôèê y x= −( ) +log .2 1 2  Óêà-
æèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

2*. Íàéäèòå f 3( ),  åñëè f x x( ) = −( )log .1

2

2 4

3*. Íàéäèòå àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà 

y x x= + −( )logπ
2 2 2 ñ îñüþ Ox. Â îòâåò çàïèøèòå

x x1 2+ .

4*. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíê-
öèè y x a b= +( ) +log .1

2

 Íàéäèòå a

è b. Â îòâåò çàïèøèòå a b⋅ .

5*. Íàéäèòå f 3( ),  åñëè f x x( ) = log log .3 3

1

2

3

4y

x0 2

2

1

1

–2

–1

5
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Ответы: 1. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî ãðàôèêè:

à) y x= log .2  Ýòî âîçðàñ-
òàþùàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ 
ôóíêöèÿ, ò. ê. îñíîâàíèå 
a > 1.

y

x0
1

á) y x= −( )log .2 1 Ïîëó÷à-
åì èç ãðàôèêà y x= log2
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì
âïðàâî ïî îñè Ox íà åäèíè-
öó.

y

x0
21

â) y x= −( )log2 1
Ãðàôèê ïîëó÷åí èç ãðàôè-
êà y x= −( )log :2 1 âûøå 
îñè Ox — áåç èçìåíåíèÿ; 
íèæå — ñèììåòðèÿ îòíîñè-
òåëüíî îñè Ox.

y

x0 21

ã) y x= −( ) +log .2 1 2
Ïîñëåäíèé øàã — ïàðàë-
ëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü îñè
Oy íà 2 åäèíèöû ââåðõ.

y

x0 2

2

1

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y 2 2( ) = .
Îòâåò: 2.

2. f 3 2 3 4 2 1 11

2

1

2

( ) = ⋅ −( ) = = − =log log .

Îòâåò: 1.

3. Íàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: x x2 2 2 0+ − > .
Ãðàôèê ïåðåñåêàåò îñü Ox ïðè y = 0,  ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 

0 2 22= + −( )logπ x x  èëè log .π x x2 2 2 0+ −( ) =

x x
x x

2 0

2

2 2

2 2 0

+ − =
+ − >

⎧
⎨
⎩

π ;

;
x x2 2 2 1+ − = ; x x2 2 3 0+ − = .

Ïî òåîðåìå Âèåòà x x1 2 3⋅ = − ; x x1 2 2+ = − . Çíà÷èò, x1 1= ;
x2 3= − ; x x1 2 1 3 2+ = + −( ) = − .

Îòâåò: –2.

4. Îòâåò: a = 1; b = −2; a b⋅ = −2.

5. Îòâåò: 0.

Свойства логариф-
мической функции
y = logy a x (x a >> 0, a ≠≠ 1)

1. D(loga x)x = (0; +∞).
2. E(loga x)x = R.
3. Функция ни четная, 

ни нечетная.
4. Ноль функции: x = 1.
5. Промежутки знако-

постоянства: если 
a > 1, то yy > 0 при
x ∈ x (1; +∞), y < 0 при
x ∈x (0; 1); если 0 < a < 1,
то y > 0 при x ∈x (0; 1),
y < 0 при (1; +∞).

6. Промежутки моно-
тонности: если a > 1, 
то функция возрас-
тает при x ∈ x (0; +∞);
если 0 < a < 1, то
функция убывает при 
x ∈x (0; +∞).

7. Экстремумов нет.

График функции
y = logy a x (x a > 0, a ≠≠ 1)

a > 1

0 < a < 1
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День 52

НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО

АНАЛИЗА. ПРОИЗВОДНАЯ

4.1. Производная

4.1.1. Понятие о производной функции, 

геометрический смысл производной

4.1.2. Уравнение касательной к графику функции

1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðà-
ôèê ôóíêöèè y f x= ( ) è êà-
ñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå
ñ àáñöèññîé õ0. Íàéäèòå çíà-
÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
f x( ) â òî÷êå õ0.

2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðà-
ôèê ôóíêöèè y f x= ( ) , îïðå-
äåëåííîé íà èíòåðâàëå (–6;6).
Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî òî-
÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ
ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïàðàë-
ëåëüíà ïðÿìîé y = −18.

3. Ïðÿìàÿ y x= −7 5 ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó
ôóíêöèè y x x= + −2 6 8 . Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

4. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðà-
ôèê ôóíêöèè y f x= ( ) è êà-
ñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå 
ñ àáñöèññîé õ0. Íàéäèòå çíà-
÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè 
f x( ) â òî÷êå x0 .

5. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðà-
ôèê ôóíêöèè y f x= ( ) , îï-
ðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå 
(–6;5). Íàéäèòå êîëè÷åñòâî 
òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëü-
íàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè ïà-
ðàëëåëüíà ïðÿìîé y = −6 .

6. Ïðÿìàÿ y x= +3 6ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó
ôóíêöèè y x x= − +2 5 8 . Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè êàñàíèÿ.

1
y

x
0

2

2

1

1

3 4

–4

–5

65

–3

7–4 –3 –2

–2

–1

–1

x0

y = f(x)

2
y

x0
2

2

1

1

3

3

4

4 6

–3

–4 –3–6 –5 –2

–2

–1

–1

y = f(x)

3

4

y

x
0

2

2

1

1

3 4

–4

–5

–6

65

–3

7 8–4 –3 –2

–2

–1

–1

x0

y = f(x)

5
y

x
0

2

2

1

1

3

3

4 6

–3

–4 –3–6 –5 –2

–2

–1

–1

y = f(x)

6
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Ответы: 1. ′ ( )f x0 — çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f x( )  â òî÷êå 

x0.  Èçâåñòíî, ÷òî ′ ( ) = =f x k0 tg ,ϕ  ãäå ϕ — óãîë íàêëîíà 
êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè

)
f x( )  â òî÷êå ñ àáñöèññîé 

x0 ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè Ox; k — óãëîâîé 
êîýôôèöèåíò ýòîé êàñàòåëüíîé. Êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷å-
ðåç òî÷êè: 5 0;( ) è − −( )3 2; . Íàéäåì k:

k = − −
− −

= −
−

= =2 0

3 5

2

8

1

4
0 25, .

Çíà÷èò, ′ ( ) =f x0 0 25, .

Îòâåò: 0,25.

2. Ïðÿìàÿ y = −18 ïàðàëëåëüíà îñè
Ox. Êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó ôóíê-
öèè y f x= ( )  ïàðàëëåëüíû îñè Ox, 
åñëè îíè ïðîâåäåíû â òî÷êàõ ýêñ-
òðåìóìà ôóíêöèè (òî÷êàõ ìèíèìó-
ìà èëè ìàêñèìóìà) (ñì. ðèñóíîê).
Íà ðèñóíêå çàäà÷è 8 òî÷åê ýêñòðå-
ìóìà.
Îòâåò: 8.

3. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y f x= ( )
â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 èìååò âèä:

y f x f x x x= ( ) + ′ ( ) −( )0 0 0 ; f x x x0 0
2

06 8( ) = + − ;

′ ( ) = + −( )′ = + ⋅ − = +f x x x x x2 6 8 2 6 1 0 2 6; ′ ( ) = +f x x0 02 6 .

Èòàê, y x x x x x= + − + +( ) −( ) =0
2

0 0 06 8 2 6

x x x x x x x x x= + − + − + − = +0
2

0 0 0
2

0 06 8 2 2 6 6 2 66 80
2( ) − −x .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y kx b= + . Òîãäà
k x= +2 60 , b x= − −0

2 8.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 
y x= −7 5;  çíà÷èò, k = 7 .
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå 2 6 70x + = , 2 7 60x = − , 2 10x = ,

x0

1

2
= , x0 0 5= , — èñêîìàÿ àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ.

Îòâåò: 0,5.

4. Îòâåò: 0,75.

5. Îòâåò: 7.

6. Îòâåò: 4.

Уравнение касательной 
к графику функции

′
⋅

y = f(ff x(( 0x ) + f′ff (x(( 0x ) ⋅ (x(( − x0x )

y

x
0

xmax

xmin
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День 53

4.1.3. Физический смысл производной, 

нахождение скорости для процесса, заданного 

формулой или графиком

1*. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó S t t= + −1

5
0 3 5 25 2, . Íàéäèòå

ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 2  ñ. (S èçìå-

ðÿåòñÿ â ìåòðàõ.)

2*. Âðàùåíèå òåëà âîêðóã îñè ñîâåðøàåòñÿ ïî çàêîíó
ϕ t t t( ) = − +4 3 22 .
Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè t åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíÿåòñÿ
21 ðàä/ñ? (ϕ èçìåðÿåòñÿ â ðàäèàíàõ, t — â ñåêóíäàõ.)

3*. Çàêîí ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè âûðàæàåòñÿ ôîð-
ìóëîé

s t t t t( ) = + − −5 54
1

3

7

11
2 3 2log

.

Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü òî÷êè íàèáîëüøàÿ?
(s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, t — â ñåêóíäàõ.)

4*. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó

s t( ) = t t= − +4

3
4 6 33 2 .

Îïðåäåëèòå åå ñêîðîñòü ÷åðåç 4 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.
(s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, t — â ñåêóíäàõ.)

5*. Òåëî, ìàññà êîòîðîãî 4 êã, äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çà-
êîíó s t t t( ) = − +2 2 (s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, t — â ñåêóí-

äàõ). Íàéäèòå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ (èçìåðÿåòñÿ â Äæ)

òåëà 
mv2

2
÷åðåç 11 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

1

2

3

4

5
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Ответы:
1.  v t S t t t t t( ) = ′ ( ) = + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

′
= ⋅ ⋅ + ⋅ − =1

5
0 3 5 2

1

5
5 0 3 2 05 2 4, ,

t t= +0 0 64 , ; v 2 2 0 6 2 16 1 2 17 24( ) = + ⋅ = + =, , ,  (ì/ñ).

Îòâåò: 17,2.

2.  w t t t t t t( ) = ′ ( ) = − +( )′ = ⋅ − ⋅ + = −ϕ 4 3 2 4 2 3 1 0 8 32 .

Ïî óñëîâèþ w t( ) = 21 ðàä/ñ.
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 8 3 21t − = .
Îòñþäà 8 21 3t = + ; 8 24t = ; t = 3.

t = 3  ñ.

Îòâåò: 3.

3. v t s t t t t

t t

( ) = ′ ( ) = + − −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟
′

=

= ⋅ + ⋅ − ⋅ −

5 54
1

3

7

11

5 2 54 1
1

3
3 0

2 3 2

2

log

== − + + =

= − − +( ) + + = − −( ) +

t t

t t t

2

2 2

10 54

10 25 25 54 5 79.

Â ðåçóëüòàòå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà äâó÷ëåíà â ôîð-
ìóëå v t( ) ïîëó÷èëè âûðàæåíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå 79 ïðè t = 5. t = 5  ñ — èñêîìàÿ âåëè-
÷èíà.

Îòâåò: 5.

4. Îòâåò: 32.

5. Îòâåò: 882.

Таблица производных

(C) ′ =0, C ∈R;

(xn) =nxn– 1;

(sin x)′ =cos x;

(tg )
cos

;x
x

′ =
1

2

(ex) ′ =ex;

(ln )x
x

′ =
1

(x) ′ =1;

x
x

( )′ =
1

2
;

(cos x)′ = −sin x;

(ctg )
sin

;x
x

′ = −
1
2

(ax) ′ =ax ln a;

(log )
lna x

x a
′ =

1 .
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День 54

4.1.4. Производные суммы, разности, 

произведения, частного

4.1.5. Производные основных элементарных 

функций

1*. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðè çàäàííîì

çíà÷åíèè àðãóìåíòà.

y x x x x= − + − +3

4

2

3

1

4
24 3 2 , x0 2= − .

2*. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïðè çàäàííîì

çíà÷åíèè àðãóìåíòà.

y x x= −4 3cos sin ; x0

3

2
= π

3*. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îñÿìè

êîîðäèíàò è êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f x
x
x

( ) = +
−

3

1

â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 2= .

4*. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f x x x( ) = −( )3 2

â òî÷êå x0 4= .

5*. Íàéäèòå ′ ( ) + ′ ( )f g3 2 , åñëè f x
x
x

( ) = −
−

3 2

1
, g x x( ) = −2 42 .

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. ′ ( ) = − + − +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

′
=

= ⋅ ( )′ − ⋅ ( )′ + ( )′
y x x x x x

x x x

3

4

2

3

1

4
2

3

4

2

3

1

4

4 3 2

4 3 2 −− ′ + ′ =

= ⋅ − ⋅ + ⋅ − + = − +

x

x x x x x x

2

3

4
4

2

3
3

1

4
2 1 0 3 2

1

2
3 2 3 2 .

Òîãäà ′ ( ) = ′ −( ) = ⋅ −( ) − ⋅ −( ) + −( ) =y x y0

3 2
2 3 2 2 2

1

2
2

= ⋅ −( ) − ⋅ + −( ) = − −3 8 2 4 1 24 8 −− = −1 33.

Îòâåò: –33.

2. ′ ( ) = −( )′ = ′ − ′ =
= ⋅ −( ) − ⋅ = −
y x x x x x

x x
4 3 4 3

4 3 4
cos sin cos sin

sin cos sin xx x− 3 cos .

Òîãäà ′ ( ) = ′ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = − − =y x y0

3

2
4

3

2
3

3

2

π π π
sin cos

= − ⋅ −( ) − ⋅ = − =4 1 3 0 4 0 4.

Îòâåò: 4.

3. Íàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 

f x
x
x

( ) = +
−

3

1
 â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 2= .

f x f0 2
2 3

2 1

5

1
5( ) = ( ) = +

−
= = ;

′ ( ) = +
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= +( )′ −( ) − −( )′ ⋅ +( )

−( )
=

= ⋅ −(

f x
x
x

x x x x

x
x

3

1

3 1 1 3

1
1 1

2

)) − ⋅ +( )
−( )

= − − +( )
−( )

= − − −

−( )
= −

−( )
1 3

1

1 3

1

1 3

1

4

1
2 2 2 2

x

x

x x

x

x x

x x
;

′ ( ) = ′ ( ) = −

−( )
= − = −f x f0 2

2
4

2 1

4

1
4.

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â èñêîìîå óðàâíåíèå êà-
ñàòåëüíîé y f x f x x x= ( ) + ′ ( ) −( )0 0 0 ,

y x x x= − −( ) = − + = − +5 4 2 5 4 8 4 13; y x= − +4 13.
Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 
òðåóãîëüíèê, ïëîùàäü S êîòîðîãî íóæíî 
íàéòè. y x= − +4 13  — ïðÿìàÿ:

x 0 3,25

y 13 0

S S AO OBAOB= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =+
1

2

1

2
13 3 25 21 125, , .

Îòâåò: 21,125.

4. Îòâåò: 8,5.

5. Îòâåò: − + =0 25 2 1 75, , .

Правила 
дифференцирования

(u ± v) ′ =u′ ± v′

(Cu) ′ =C ⋅u′,
ãäå C ∈R

(u ⋅v) ′ =u′ ⋅v+u ⋅v′

u
v

u v u v
v

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′ =
′ ⋅ − ⋅ ′

2
,

(v≠ 0)

Производная 
сложной функции

(f(u(x))) ′ =
=f′(u) ⋅u′(x)

(un)′ =nun– 1u′;

(sin u)′ =cos u ⋅u′;

(tg )
cos

;u
u

u
′ =

′
2

(eu) ′ =eu ⋅u′;

(ln )u
u
u

′ =
′

u
u

u
( ) ′ =

′
2

;

(cos u)′ = −sin u ⋅u′;

(ctg )
sin

;u
u

u
′ = −

'
2

(au) ′ =au ln a ⋅u′;

(log )
lna u
u

u a
′ =

′ .

y

x0

A

B

y =–4x+13

13

3,25
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День 55

4.1.6. Вторая производная и ее физический смысл

1*. Íàéäèòå âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f x x x( ) = − +4 25 7

â òî÷êå x0 1= − .

2*. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s t t t t t( ) = − 1 + + −1

4 6

1

14
7 114 3 2 .

Íàéäèòå óñêîðåíèå òî÷êè a t( )  ÷åðåç 2 ñ ïîñëå íà÷àëà äâè-

æåíèÿ. (Ðàññòîÿíèå s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ.)

3*. Çàêîí ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè âûðàæàåòñÿ ôîð-

ìóëîé s t
t t t( ) = + − +
4 3 2

12 3

15

2
9. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè

óñêîðåíèå äâèæåíèÿ ðàâíî íóëþ? (Âðåìÿ t èçìåðÿåòñÿ

â ñåêóíäàõ.)

4*. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s t x x( ) = +( )1

2
2 2

. Íàéäèòå

óñêîðåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè ÷åðåç 1 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæå-

íèÿ. (Ðàññòîÿíèå s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ.)

5*. Íàéäèòå âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f x x( ) = cos2 è âû-
÷èñëèòå åå çíà÷åíèå ïðè x = π.

1

2

3

4

5
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Ответы:
1. ′ ( ) = − +( )′ = − ⋅ ⋅ + = −f x x x x x x x4 2 3 35 7 4 5 2 0 4 10 ;

′′ ( ) = −( )′ = ⋅ ( )′ − ⋅ ′ = ⋅ − ⋅ =
= −
f x x x x x x

x
4 10 4 10 4 3 10 1

12 10

3 3 2

2 ;

′′ ( ) = ′′ −( ) = ⋅ −( ) − = ⋅ − = − =f x f0

2
1 12 1 10 12 1 10 12 10 2 .

Îòâåò: 2.

2. v t s t t t t t

t t

( ) = ′ ( ) = − + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
=

= ( )′ − ( )′ +

1

4

1

6

1

14
7 11

1

4

1

6

1

4 3 2

4 3

114
7 11

1

4
4

1

6
3

1

14
2 7 1 0

1

2

1

7

2

3 2

3 2

t t

t t t

t t

( )′ + ′ − ( )′ =

= ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − =

= − + tt + 7;

a t v t t t t t t t( ) = ′ ( ) = − + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= ( )′ − ( )′ + ( )′ + ( )′ =3 2 3 21

2

1

7
7

1

2

1

7
7

== − ⋅ + ⋅ + = − +3
1

2
2

1

7
1 0 3

1

7
2 2t t t t ;

a 2 3 2 2
1

7
3 4 2

1

7
10

1

7
2 2( ) = ⋅ − + = ⋅ − + = ( )ì ñ .

Îòâåò: 10
1

7
.

3. v t s t
t t t

t t
t

( ) = ′ ( ) = + − +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
=

= + ⋅ − ⋅ + =

4 3 2

3 2

12 3

15

2
9

4

12

1

3
3

15 2

2
0

11

3
153 2⋅ + −t t t;

a t v t t t t t t t t( ) = ′ ( ) = ⋅ + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= ⋅ + − = + −1

3
15

1

3
3 2 15 2 153 2 2 2 .

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è a t( ) = 0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

t t2 2 15 0+ − = , t1 5= − , t2 3= .

t1 5= −  íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Çíà÷èò, óñêîðå-
íèå äâèæåíèÿ ðàâíî íóëþ â ìîìåíò âðåìåíè t = 3 ñ.
Îòâåò: 3.

4. Îòâåò: 13 ì/ñ2.

5. Îòâåò: 0.
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День 56

4.2. Исследование функций

4.2.1. Применение производной к исследованию 

функций и построению графиков

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x ex= − −( )8 7 íà 
îòðåçêå [6; 8].

2*. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-

íèå 2
5

2
02 5− − − =x x a èìååò òðè ðåøåíèÿ. Â îòâåò çàïè-

øèòå íàèìåíüøåå öåëîå èç íèõ.

3*. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x x= −2 2sin cos
íà îòðåçêå 0; .π[ ]

4. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x ex= − −( )17 16

íà îòðåçêå [15;17].

1

2

3

4

max ( ) ( ),
[ ; ]a b

f x f a=

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f b=

max ( ) ( ),
[ ; ]a b

f x f x= 2

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 1

max ( ) ( ),
[ ; ]a b

f x f b=

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f x= 1

max ( ) ( ),
[ ; ]a b

f x f x= 1

min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f b=
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Ответы: 1. D y R( ) = . ′ ( ) = −( )( )′ = −( )′ + (− −y x x e x ex x8 87 7

+ ( )′ −( ) = ⋅ + ⋅ −− − −e x e e xx x x8 1 77 7 7 (( )′ −( ) =x 8

= + −( ) = + −( ) = −( )− − − −e e x e x e xx x x x8 1 8 77 7 7 7 .

Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè (ñòàöèîíàðíûå òî÷êè):
′ ( ) =y x 0; e xx− −( ) =7 7 0; ex− ≠7 0 ïðè âñåõ x, ïîýòîìó 

x − =7 0, x = 7.  Îòðåçêó 6 8;[ ]  ïðèíàäëåæèò òî÷êà x = 7.
Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â êîíöàõ ïðîìåæóòêà è â êðè-
òè÷åñêîé òî÷êå.

y e e
e

6 6 8 2
2

16 7 1( ) = −( ) = − = − > −− − ; y e8 8 8 8 7( ) = −( ) =−

e0 01= ⋅ = ; y e e7 7 8 1 1 1 17 7 0( ) = −( ) = − ⋅ = − ⋅ = −− .

Âûáåðåì èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé íàèìåíüøåå. Î÷åâèäíî, 
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äàííîé ôóíêöèè íà îòðåçêå 6 8;[ ]
ðàâíÿåòñÿ –1.

Îòâåò: –1.

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл.
Верно выбран ход решения 
задачи.
Правильно найдены интерва-
лы возрастания и убывания 
функции.

D y R( ) = . ′ = − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= − ⋅ − = − − =y x x x x x x2

5

2

5

2
2 5 5 52 5 4 4

= − +( )x x5 13 . ′ ( ) =y x 0, − +( ) =5 1 03x x ,
x = 0  è x3 1 0+ = , x = 0  è x = −1.
Îïðåäåëèì çíàê ïðîèçâîäíîé â êàæ-
äîì èíòåðâàëå, íà êîòîðûå ðàçáèâà-
åòñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ òî÷êàìè x = 0 è x = −1.

2 балла.
Правильно вычислены точ-
ки экстремума и экстремумы 
функции.

Ó÷èòûâàÿ çíàêè ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì: ôóíêöèÿ y x( )
óáûâàåò íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ −∞ −( ); ,1 0; ;+ ∞( )
âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå −( )1 0; ;  òî÷êè ýêñòðåìóìà:
xmin ;= −1 xmax ;= 0  ýêñòðåìóìû ôóíêöèè:

y ymin , , ;= −( ) = − −( ) − −( ) = − + =1 2
5

2
1 1 2 2 5 1 0 5

2 5

y ymax .= ( ) = − ⋅ − =0 2
5

2
0 0 22 5

3 балла.
Верно построен график функ-
ции и правильно указаны все 
значения параметра a.

Íà ãðàôèêå ôóíêöèè âèäíî, 
÷òî ïðÿìàÿ y a=  ïåðåñåêàåò 
ãðàôèê â òðåõ òî÷êàõ ïðè 
a ∈( )0 5 2, ; .

4 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Çíà÷èò, a = 1 — íàèìåíüøåå öåëîå
çíà÷åíèå èç íèõ.
Îòâåò: 1.

3. Îòâåò: 3.

4. Îòâåò: –1.

x–1 0
+– –

y

x0

y = 2

y = 0,5

y = a

x2–x5y = 2–5
2

2

–1 1

0,5
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День 57

4.2.2. Примеры использования производной для 

нахождения наилучшего решения в прикладных, 

в том числе социально-экономических, задачах

1*. Çàïèøèòå ÷èñëî 25 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ íàèìåíüøàÿ.

2*. Çàáîðîì, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 100 ì, íóæíî îãîðîäèòü
íàèáîëüøèé ïî ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíûé ó÷àñòîê çåìëè,
åñëè îí ãðàíè÷èò ñ ðå÷êîé. Êàêèìè äîëæíû áûòü ðàçìå-
ðû ó÷àñòêà, åñëè ñî ñòîðîíû ðåêè çàáîðà íåò?

3*. Èç âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïåðèìåòð êîòîðûõ 28 ñì, íàé-
äèòå òîò, ó êîòîðîãî íàèìåíüøàÿ äèàãîíàëü.

1

2

3
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Ответы: 1. Ïóñòü x — ïåðâûé ìíîæèòåëü, òîãäà
25

x
— âòîðîé. Ïî 

óñëîâèþ çàäà÷è x > 0. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ çàäà÷à 

ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêîãî çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðîì 

ôóíêöèÿ y x
x

= + 25
 ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà 

èíòåðâàëå x > 0.

′ ( ) = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= − = − = −( ) +( )

y x x
x x

x

x

x x

x

25
1

25 25 5 5
2

2

2 2
.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè ′ ( ) =y x 0 ïðè x1 5= ; x2 5= − .

Òî÷êà x = −5 íå ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó x > 0.
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 5  ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 
y x( ) ìåíÿåò çíàê ñ «–» íà «+», ñëåäîâàòåëüíî, x = 5 —
òî÷êà ìèíèìóìà. Ïîýòîìó íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà èíòåð-

âàëå x > 0  ôóíêöèÿ y x
x

= + 25
 ïðèíèìàåò â òî÷êå x = 5.

y 5 10( ) =( ). Èòàê, èñêîìûå ÷èñëà: 5 è 
25

5
5= .

Îòâåò: 25 5 5= ⋅ .

2. Ïóñòü x ì — äëèíà äâóõ ðàâíûõ
ñòîðîí ó÷àñòêà, êîòîðûå çàêàí÷èâà-
þòñÿ ó ðåêè. Òîãäà 100 2−( )x ì —
äëèíà ñòîðîíû ó÷àñòêà, ïàðàëëåëü-
íîé ðåêå.
Ïëîùàäü ó÷àñòêà S x x x x x( ) = −( ) = −100 2 100 2 2.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è 0 100< <x .
Íàéäåì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè S x( )  íà îòðåçêå 
0 100; .[ ]

′ ( ) = −( )′ = −S x x x x100 2 100 42 ; ′ ( ) =S x 0;

100 4 0− =x ; x = 25 ; 25 0 100∈[ ]; .

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè S x( ) â êîíöàõ ïðîìåæóòêà 
0 100;[ ] è â êðèòè÷åñêîé òî÷êå x = 25.

S 0 100 0 2 0 02( ) = ⋅ − ⋅ = ;

S 1 100 1 2 1 100 2 982( ) = ⋅ − ⋅ = − = ;

S 25 100 25 2 25 2500 2 625 2500 1250 12502( ) = ⋅ − ⋅ = − ⋅ = − = .

Íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò â òî÷êå x = 25,
ïîýòîìó îäíà ñòîðîíà ó÷àñòêà — 25 ì, à äðóãàÿ — 
100 2 25 50− ⋅ =  ì.
Îòâåò: 25 è 50.

3. Îòâåò: ýòî êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 7 ñì.

x x

ðåêà

100 – 2x

Таблица производных

(C) ′ =0, C ∈R;

(xn) =nxn–1;

(sin x)′ =cos x;

(tg )
cos

;x
x

′ =
1

2

(ex) ′ =ex;

(ln )x
x

′ =
1

(x) ′ =1;

x
x

( )′ =
1

2
;

(cos x)′ = −sin x;

(ctg )
sin

;x
x

′ = −
1
2

(ax) ′ =ax ln a;

(log )
lna x

x a
′ =

1 .
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4.3. Первообразная и интеграл

4.3.1. Первообразные элементарных функций

1*. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f x( ) íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ, ãðà-

ôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M x y0 0; .( )
f x x x x x( ) = + − + −5 4 3 24 3 2 M −( )1 1; .

Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïî-
ëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé.

2*. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f x( ) íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ, ãðà-

ôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M x y0 0; .( )
f x

x
e x( ) = +3 2 , M e1 0 5 2; , .( )

Â îòâåò çàïèøèòå öèôðó ïðàâèëüíîãî óðàâíåíèÿ.

1) F x x e ex( ) = + +3 0 5 0 52ln , , ;

2) F x x e x( ) = +3
1

2
2ln ;

3) F x
x

e x( ) = − +3
2

2
2 .

3*. Âû÷èñëèòå: 
dx

xcos

.
2

18

6

3
6

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫ ππ

π

4*. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f x( ) íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ, ãðà-

ôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M x y0 0; .( )
f x x x( ) = +6 2cos ,π M 1 5; .( )

Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò â ïîëó÷åí-
íîì óðàâíåíèè ïåðâîîáðàçíîé.

5*. Äëÿ ôóíêöèè f x x x( ) = −3 62  íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ, ãðà-

ôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B −( )1 6; .

6*. Âû÷èñëèòå 
7

21

2 dx
x

e

−∫
+

.

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. Îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ äàííîé ôóíêöèè:

F x
x x x x

x C

x x

( ) = ⋅
+

+ ⋅
+

− ⋅
+

+
+

− ⋅ + =

= +

+ + + +
5

4 1
4

3 1
3

2 1
2

1 1
3

5

5

4

4 1 3 1 2 1 1 1

5 44 3 2
5 4 3 2

4

3

3

2

2
3 3− + − + = + − + − +x x
x C x x x x x C.

Íàéäåì C. Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó êîîðäèíàòû 
òî÷êè M −( )1 1; :

1 1 1 1 1 3 1
5 4 3 2= −( ) + −( ) − −( ) + −( ) − −( ) + C,

1 1 1 1 1 3= − + + + + + C, C = −4.
Çíà÷èò, èñêîìîå óðàâíåíèå ïåðâîîáðàçíîé èìååò âèä

F x x x x x x( ) = + − + − −5 4 3 2 3 4.
Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå:

1 1 1 1 3 4 12⋅ ⋅ −( ) ⋅ ⋅ −( ) ⋅ −( ) = − .

Îòâåò: –12.

2. Îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè: 

F x x e Cx( ) = + +3
1

2
2ln .

Íàéäåì C: 0 5 3 1
1

2
2 2 1, ln ;e e C= + +⋅

0 5 3 1 0 52 2, ln , ;e e C= + + C = 0 ln .1 0=( )
Çíà÷èò, èñêîìîå óðàâíåíèå ïåðâîîáðàçíîé:

F x x e x( ) = +3
1

2
2ln .

Îòâåò: 2.

3. dx

x
x

cos

tg

tg

2
18

6

3
6

1

3
3

6

1

3
3

6 6

6

18−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫ = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

= ⋅ −⎛

π
π

π π

π

π
π

π

⎝⎝⎜
⎞
⎠⎟ − ⋅ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ − −⎛

⎝⎜
⎞

tg

tg tg

3
18 6

1

3 2 6 6 6

π π

π π π π
⎠⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = −( ) =1

3 3
0

1

3
3 0

3

3
tg tg .

π

Îòâåò: 
3

3
.

4. Îòâåò: 4.

5. Îòâåò: F x x x( ) = − +3 23 10.

6. Îòâåò: 7.

Правила вычисления
первообразной

(неопределенных 
интегралов)

( ( ) ( ))

( ) ( )

f x g x dx

f x dx g x dx

± =∫
= ±∫ ∫

Cf x dx C f x dx( ) ( )= ∫∫

f kx b dx

k
F kx b C

( )

( ) ,

+ =∫

= + +
1

ãäå k≠0, b≠R

Таблица первообразных

f(ff x(( )x F(x(( )x + C

0 C

1 x+C

xn(n≠ −1)
x
n

C
n+

+
+

1

1
,

n≠ −1

1

x ln |x| +C

sin x −cos x+C

cos x sin x+C

1
2cos x tg x+C

1
2sin x −ctg x+C

ex ex +C

ax a
a

C
x

ln
+
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День 59

4.3.2. Примеры применения интеграла в физике 

и геометрии

1*. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî òàê, ÷òî åå
ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíÿåòñÿ v t t( ) = +0 6 3,  (ì/ñ).
Íàéäèòå ïóòü, ïðîéäåííûé òî÷êîé ñ ìîìåíòà âðåìåíè
t1 3=  ñ äî ìîìåíòà âðåìåíè t2 10= ñ.

2*. Íàéäèòå îáúåì òåëà V, ïîëó÷åííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã
îñè àáñöèññ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ëè-

íèÿìè y x= −9 2, y = 0.  Â îòâåò çàïèøèòå
V
π

.

3*. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

y x= − sin , x = 0, y = 0, x = π
2

.

4*. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé òàê, ÷òî åå
ñêîðîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
v t t( ) = +4 13  (ì/ñ). Íàéäèòå ïóòü, ïðîéäåííûé òî÷êîé
ñ ìîìåíòà âðåìåíè t c1 2=  äî ìîìåíòà âðåìåíè t2 5= ñ.

5*. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè
y x= −4 2 è y x= + 2.

6*. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

y x x= − +2 2 2  è y x x= − + +2 4 2.

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. v t s t( ) = ′ ( ), ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå çàäà÷è,

s t t dt
t

t t t( ) = +( )∫ = ⋅ +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = +( ) =

=

0 6 3 0 6
2

3 0 3 3

0 3
3

10 2
210

3
10
3

, , ,

, ⋅⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅( ) = ⋅ + − − =
= − =

10 3 10 0 3 3 3 3 0 3 100 30 2 7 9
60 11 7 48 3

2 2, , ,
, , ( ) ì ..

Îòâåò: 48,3.

2. Èçîáðàçèì çàäàííóþ ôèãóðó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.
Íàéäåì àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé: 
y x= −9 2 è y = 0.

9 02− =x , 3 3 0−( ) +( ) =x x , x1 3= ,
x2 3= − .
Ïîäñòàâèì äàííûå çàäà÷è â ôîðìóëó 

V f x dx
a

b
= ( )∫π 2 , a b< ,

V x dx x x dx

x
x x

= −( )∫ = − +( )∫ =

= − ⋅ +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠

− −
π π

π

9 81 18

81 18
3 5

2 2

3

3
2 4

3

3

3 5

⎟⎟ = − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

= ⋅ − ⋅ + − −( ) − ⋅ −( )

− −
3

3

3
3

81 6
5

81 3 6 3
3

5
81 3 6 3

3
5

3
5

3

π

π

x x
x

++ −( )⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

= − + + − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

3

5

243 162
243

5
243 162

243

5
2

5

π 559 2, .êóá. åä.( )
Îòâåò: 259,2.

3. Èçîáðàçèì èñêîìóþ ôèãóðó
íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.
Íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå 

0
2

x
π

ôóíêöèÿ y x= − sin

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò –1 
äî 0. Ïîýòîìó èñêîìàÿ ïëî-
ùàäü:

S xdx xdx x= − −∫ = ∫ = − =

= − − −( ) = − −( ) =

sin sin cos

cos cos

0

2

0

2
2

0

2
0 0 1

π π
π

π
11 (êâ. åä.)

Îòâåò: 1.

4. Îòâåò: 612.

5. Îòâåò: 4,5.

6. Îòâåò: 9.

y

x0

9

y = 9–x2

y = 0
3–3

y

x0
y = 0

x= 0

y = –sinx
2

1

–1
x=

2

Физический смысл
определенного интеграла

Ïóòü S, ïðîéäåííûé 
òåëîì ïðè ïðÿìîëè-
íåéíîì äâèæåíèè ñî 
ñêîðîñòüþ v(t) çà èí-
òåðâàë âðåìåíè îò t1
äî t2, âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå

S v t dt
t

t

= ∫ ( )
1

2

Геометрический смысл
определенного интеграла

Ïëîùàäü S êðèâîëè-
íåéíîé òðàïåöèè (ôè-
ãóðû, îãðà íè ÷åííîé 
ãðàôèêîì íåïðåðûâ-
íîé ïîëîæèòåëüíîé 
íà èíòåðâàëå [a; b] 
ôóíêöèè f(x), îñüþ 
Ox è ïðÿìûìè x=a, 
x=b) âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå

S f x dx
a

b

= ∫ ( )
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День 60

ГЕОМЕТРИЯ

5.1. Планиметрия

5.1.1. Треугольник

1. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ îñíîâàíèåì AC áî-

êîâàÿ ñòîðîíà AB ðàâíà 8, à cos ∠ =A
7

4
. Íàéäèòå âûñî-

òó, ïðîâåäåííóþ ê îñíîâàíèþ.

2. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ êëåòêàìè 
ðàçìåðîì 1 ñì × 1 ñì èçîáðàæåí òðå-
óãîëüíèê (ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå åãî 
ïëîùàäü â êâàäðàòíûõ ñàíòèìåòðàõ.

3*. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AM, êîòîðàÿ
äåëèò ñòîðîíó BC íà îòðåçêè BM è MC.
Íàéäèòå óãîë C, åñëè BC = 8, BM : MC = 7:5, AB + AC =
= 12.

4. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ îñíîâàíèåì AC áî-

êîâàÿ ñòîðîíà AB ðàâíà 15, à cos ∠ =A
4 14

15
. Íàéäèòå

âûñîòó, ïðîâåäåííóþ ê îñíîâàíèþ.

5*. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí 90°, AB = 10, AC = 5 3.
Íàéäèòå sin .∠ A

1

2

1 ñì

5

3

4
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Ответы: 1. Ïóñòü BK — âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî 
òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñíîâàíèåì AC, ïðî-
âåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ.

Ïî óñëîâèþ: AB = 8, cos .∠ =A
7

4
Èç +AKB,  ãäå ∠ = °AKB 90 ,  ò. ê. 

BK AC⊥ : BK AB A= ⋅ ∠sin , 0 90° < ∠ < °A .

sin cos∠ = − ∠ = −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = − = − =A A1 1

7

4
1

7

16

16 7

16
2

2

.= =9

16

3

4
Èòàê, BK = ⋅ =8

3

4
6.

Îòâåò: 6.

2. Ïóñòü êàòåòû äàííîãî íà ðèñóíêå òðåóãîëüíèêà ðàâíû a
è b. Òîãäà a = 6  ñì, b = 4 ñì. Èñêîìàÿ ïëîùàäü ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ïðÿìî-
óãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà åãî êàòåòàõ, ðàâíûõ 3 è 4 ñì. 
Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà: S = ⋅ =3 4 12 ñì2.
Îòâåò: 12.

Критерии проверки решения: 3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Правильно использовано
свойство биссектрисы тре-
угольника. Верно составлена
система уравнений для на-
хождения неизвестных сто-
рон треугольника.

Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà:
BM
MC

AB
AC

= . Òàê êàê ïî óñëîâèþ 

BM
MC

= 7

5
, òî 

AB
AC

= 7

5
. Ïóñòü AB = x,

AC = y, òîãäà 
x
y

= 7

5
, 5õ = 7ó, x = 1,4y.

Ïî óñëîâèþ AB + AC = 12, îòñþäà x + y = 12.

Ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:
x y
x y

+ =
={ 12

1 4
;

, .

2 балла.
Верно решена система урав-
нений. Правильно записана
формула для нахождения ко-
синуса искомого угла.

1 4 12
1 4

, ;
, ;

y y
x y

+ =
={ 2 4 12

1 4
, ;

, ;
y

x y
=

={ y
x y

=
={ 12 2 4

1 4
: , ;

, ;
y
x

=
={ 5

7
;
.

Çíà÷èò, AB = 7, AC = 5. Èç òðåóãîëüíèêà ABC ïî òåîðå-
ìå êîñèíóñîâ: AB BC AC BC AC C2 2 2 2= + − ⋅ ⋅ ∠cos ,

îòñþäà cos ;∠ = + −
⋅ ⋅

C
BC AC AB

BC AC

2 2 2

2

Правильно вычислен коси-
нус искомого угла и записан
угол.

cos .∠ = + −
⋅ ⋅

= + − = − = =C
8 5 7

2 8 5

64 25 49

80

89 49

80

40

80

1

2

2 2 2

Ñëåäîâàòåëüíî, ∠ = °C 60 .
Îòâåò: 60°.

4.4 Îòâåò: 1.

5. Îòâåò: 0,5.

A

B

CK

A

B

C

M

a

b

γ
ha

ββ

c

γ

Âûñîòó òðåóãîëüíèêà
ìîæíî íàéòè ïî ôîð-

ìóëàì:
h b ca = =sin sin ,γ β

h
S
a a

p p a p b p c

a = = ×

× − − −

2 2

( )( )( ),

ãäå p
a b c

=
+ +

2
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День 61

5.1.2. Параллелограмм, прямоугольник, ромб, 

квадрат

1. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò
êîîðäèíàòû (8; 0), (9; 2), (1; 6),
(0; 4). 

2. Íàéäèòå ïëîùàäü çàøòðèõîâàí-
íîé ôèãóðû íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè. 

3*. Íàéäèòå áîëüøóþ äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà ABCD, ñòî-
ðîíû êîòîðîãî îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 3, à ïåðïåíäèêóëÿð AM,
ïðîâåäåííûé ê ìåíüøåé äèàãîíàëè, äåëèò åå íà îòðåçêè 4
è 9.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà, âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò
êîîðäèíàòû (8; 0), (9; 1), (1; 9),
(0; 8). 

5. Íàéäèòå ïëîùàäü çàøòðèõîâàí-
íîé ôèãóðû íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè. 

1y

x0 2

2

1

1

3

3

5

4

6

4 5 76 8 9

2y

x

0

9

9

–9

–9

55555555555555555555555

5555555555555555–5––5–5555555555555555555

5–5––5–5555555555555

3

4y

x0 2

2

1

1

3

3

5

4

6

8

7

9

4 5 76 8 9

5y

x
0 9

9

–9

–9

7777777777777777

7777777777777777777777777777–77–––7

777–77–777777777777–7
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Ответы: 1. Ïóñòü A 8 0; ,( ) B 9 2; ,( ) C 1 6; ,( ) D 0 4; .( ) ABCD — ïðÿìî-
óãîëüíèê, òîãäà S AB ADABCD = ⋅ .  Èñïîëüçóåì òåîðåìó Ïè-

ôàãîðà äëÿ íàõîæäåíèÿ AB è AD: AB = −( ) + =9 8 2
2 2

= + =1 4 5; AD = + = + =4 8 16 64 802 2 ;

SABCD = ⋅ = ⋅ = =5 80 5 80 400 20.

Îòâåò: 20.

2. Âíåøíÿÿ ãðàíèöà çàøòðèõîâàííîé ôèãóðû — êâàäðàò ñî 
ñòîðîíîé 9, à âíóòðåííÿÿ — êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 5. Èñêî-
ìàÿ ïëîùàäü ðàâíà ðàçíîñòè ïëîùàäåé ýòèõ êâàäðàòîâ:

S = − = − =9 5 81 25 562 2 .

Îòâåò: 56.

Критерии проверки решения: 3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Проведены правильные рас-
суждения; верно найдены 
стороны параллелограмма.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà
òðåóãîëüíèêà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðî-
íà, à ïðîòèâ ìåíüøåãî — ìåíüøàÿ.
Ïóñòü â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD
∠A  — îñòðûé, òîãäà BD — ìåíü-
øàÿ äèàãîíàëü, ñëåäîâàòåëüíî, AC — áîëüøàÿ äèàãîíàëü.
Ïóñòü AB AD: : ,= 2 3 òîãäà BM = 4, MD = 9.
Íàéäåì AB è AD. Âûðàçèì AM2  èç ïðÿìîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ ABM è ADM, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïè-
ôàãîðà. Èç +AMB : AM AB BM2 2 2= − ;  Èç +ADM :
AM AD MD2 2 2= − . Îòñþäà AB BM AD MD2 2 2 2− = − .
Ïóñòü x — âåëè÷èíà îäíîé ÷àñòè, òîãäà AB x= 2 ,
AD x= 3 . Ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâíåíèå:

2 4 3 9
2 2 2 2x x( ) − = ( ) − ; 4 16 9 812 2x x− = − 9 42 2x x− =

81 16= − ; 5 652x = ; x2 13= ; x = ± 13, x = − 13  íå

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Òîãäà AB = 2 13,

AD = 3 13. BD BM MD= + = + =4 9 13.

2 балла.
Верно использована теорема 
косинусов, правильно най-
ден острый угол параллело-
грамма.

Èç +ABD ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:
BD AB AD AB AD A2 2 2 2= + − ⋅ ⋅ ⋅ ∠cos ,  îòñþäà

cos ∠ = + −
⋅ ⋅

=
( ) + ( ) −

⋅ ⋅
=

= ⋅ +

A
AB AD BD

AB AD

2 2 2
2 2

2

2

2 13 3 13 13

2 2 13 3 13
4 13 99 13 169

12 13

13 4 9 169

12 13

0

12 13
0

⋅ −
⋅

= +( ) −
⋅

=
⋅

= .

Ñëåäîâàòåëüíî ∠ = °A 90 .

3 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ. Верно исполь-
зованы признак прямоуголь-
ника и его свойство.

Çíà÷èò, ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê, òîãäà BD AC=  (ïî
ñâîéñòâó ïðÿìîóãîëüíèêà). AC = 13.

Îòâåò: 13.

4. Îòâåò: 16.

5. Îòâåò: 32.

A

B C

D

M
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День 62

5.1.3. Трапеция

1. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ êëåòêàìè 
ðàçìåðîì 1 ñì × 1 ñì èçîáðàæåíà 
òðàïåöèÿ (ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå 
åå ïëîùàäü â êâàäðàòíûõ ñàíòè-
ìåòðàõ.

2. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñóíêå.

3*. Â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàçíîñòü îñíîâàíèé ðàâíà 20 ñì,
à ïåðèìåòð — 65 ñì. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè
áîêîâàÿ åå ñòîðîíà è âûñîòà îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 3.

4. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ êëåòêàìè 
ðàçìåðîì 1 ñì × 1 ñì èçîáðàæåíà 
òðàïåöèÿ (ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå 
åå ïëîùàäü â êâàäðàòíûõ ñàíòè-
ìåòðàõ.

5. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, èçîá-
ðàæåííîé íà ðèñóíêå.

1

1 ñì

1y

x0 1

1

4

8

4 7

1

1

1 ñì

1y

x0 1

1

4

7

4 6 8
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Ответы: 1. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 2 ñì 
è 5 ñì, âûñîòà — 4 ñì. Òîãäà åå ïëîùàäü ðàâíà

S = + ⋅ = ⋅ =2 5

2
4 7 2 142 2ñì .

Îòâåò

2. Îñíîâàíèÿ äàííîé òðàïåöèè ðàâíû: 7 1 6− = ; 7 4 3− = ;, 

à âûñîòà: 8 4 4− = . Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà

S = + ⋅ = ⋅ =6 3

2
4 9 2 18.

Îòâåò: 18.

Критерии проверки решения: 3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Проведены верные рассуж-
дения, ведущие к правильно-
му решению.

Ïóñòü ABCD — äàííàÿ òðàïåöèÿ, AB
è DC — åå îñíîâàíèÿ, AD è BC — áîêî-
âûå ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ çàäà÷è îíè
ðàâíû.
Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû DE è CF íà 
íèæíåå îñíîâàíèå.
Òîãäà AB CD AE FB− = + ;

S AB DC DEABCD = +( ) ⋅1

2
.

+ +AED BFC=  (èç ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòå-
òîâ DE CF=  è ãèïîòåíóç AD BC= ). Ñëåäîâàòåëüíî,
AE BF= , ïîýòîìó AB DC AE− = 2 .
Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ðàçíîñòü îñíîâàíèé ðàâíà 20 ñì,
ò. å. 2 20AE =  ñì, AE = 10 ñì.

2 балла.
Правильно найдены высота 
и сумма оснований трапе-
ции.

Ïóñòü x ñì — âåëè÷èíà îäíîé ÷àñòè, ãäå x > 0.
Òîãäà AD BC x= = 5  ñì, DE CF x= = 3  ñì.
Èç +AED, ãäå ∠ = °AED 90 ,  èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ïèôàãî-

ðà, ïîëó÷èì: AE AD DE x x= − = ( ) − ( ) =2 2 2 2
5 3

x x x x= − = =2 2 225 9 16 4 , 4 10x = , x = 2 5, ñì.

Çíà÷èò, AD BC= = ⋅ =5 2 5 12 5, ,  ñì;

DE CF= = ⋅ =3 2 5 7 5, ,  ñì.
P AB DC ADABCD = + + 2 ,  îòñþäà AB DC P ADABCD+ = − 2 .

Ïî óñëîâèþ PABCD = 65  ñì, ïîýòîìó 

AB DC+ = − ⋅ = − =65 2 12 5 65 25 40, ñì.

3 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Èòàê, SABCD = ⋅ ⋅ = ⋅ =1

2
40 7 5 20 7 5 150, ,  ñì2.

Îòâåò: 150.

4. Îòâåò: 15.

5. Îòâåò: 9.

A

D C

B
E F
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День 63

5.1.4. Окружность и круг

5.1.5. Окружность, вписанная в треугольник, 

и окружность, описанная около треугольника

1*. Òî÷êè A, B, C, D ëåæàò íà îêðóæíîñòè, AB — äèàìåòð
îêðóæíîñòè, âåëè÷èíà óãëà DCB ðàâíÿåòñÿ 43°. Íàéäèòå
âåëè÷èíó óãëà ABD.

2*. ×åðåç òî÷êó A, íàõîäÿùóþñÿ âíå îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíà 
ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò äàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ
K è B, ïðè÷åì AK = 8 ñì, AB = 32  ñì. Íàéäèòå ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè A äî öåíòðà äàííîé îêðóæíîñòè, åñëè åå
ðàäèóñ ðàâåí 12 ñì.

3*. Áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà — 6 ñì,
âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê îñíîâàíèþ, ðàâíà 4 ñì. Íàéäèòå
ðàçíîñòü ìåæäó ïëîùàäüþ êðóãà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæ-
íîñòüþ, îïèñàííîé îêîëî äàííîãî òðåóãîëüíèêà è äëèíîé
ýòîé îêðóæíîñòè. Â îòâåò çàïèøèòå ðåçóëüòàò, ïîäåëåí-
íûé íà π.

4*. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 40 ñì è 42 ñì.
Íàéäèòå ðàäèóñû îïèñàííîé (R) è âïèñàííîé (r) â íåãî îê-
ðóæíîñòåé.

( R
abc

S
=

4
, r

S
a b c

=
+ +
2

,  ãäå a, b, c — ñòîðîíû òðåóãîëüíè-

êà, S — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.)

1

2

3

4
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Ответы: 1. ∠ = ∠DAB DCB  êàê îïèðàþùèåñÿ íà 
õîðäó BD. Çíà÷èò, ∠ = °DAB 43 .
∠ = °ADB 90 êàê îïèðàþùèéñÿ íà
äèàìåòð AB. Â +ADB ∠ = °ADB 90 ,
∠ = °DAB 43 , ∠ + ∠ + ∠ = °A D B 180 , ñëå-
äîâàòåëüíî: ∠ = ° − ∠ +(ABD ADB180
+ ∠ ) = ° − ° + °( ) = °DAB 180 90 43 47 .
Îòâåò: 47.

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл.
Использованы верные ут-
верждения, ведущие к пра-
вильному решению задачи 
(выполнено необходимое до-
полнительное построение).

Äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå: ïðîâå-
äåì ÷åðåç òî÷êó A êàñàòåëüíóþ AC
ê äàííîé îêðóæíîñòè, OC — ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè. OC AC⊥ êàê ðàäèóñ 
îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûé â òî÷êó 
êàñàíèÿ.

2 балла.
Проведены правильные вы-
числения.

Ïî ñâîéñòâó ñåêóùåé è êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííûõ èç
îäíîé òî÷êè ê îêðóæíîñòè: AK AB AC⋅ = 2, çíà÷èò,
AC2 8 32 256= ⋅ = . Èç +ACO,  ãäå ∠ = °ACO 90 ,  ïî òåîðå-
ìå Ïèôàãîðà: AO OC AC2 2 2= + .

3 балла.
Проведены правильные вы-
числения, получен верный 
ответ.

AO OC AC= + = + = + = =2 2 212 256 144 256 400 20   ñì.
AO — èñêîìîå ðàññòîÿíèå.
Îòâåò: 20.

Критерии проверки решения: 3. Ðåøåíèå:

1 балл.
Использованы верные ут-
верждения, ведущие к пра-
вильному решению задачи 
(выполнено необходимое до-
полнительное построение).

Ïóñòü ABC — äàííûé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê,
AB BC= = 6 ñì, BK = 4 ñì — âûñîòà.
Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî 
òðåóãîëüíèêà, íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷å-
íèè ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòî-
ðîíàì òðåóãîëüíèêà. Çíà÷èò, OB R=
(O BK∈ ,  ò. ê. âûñîòà ðàâíîáåäðåííîãî 
òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà îñíîâàíèå, 
ÿâëÿåòñÿ è åãî ìåäèàíîé, áèññåêòðèñîé).

R
abc

S
=

4
, ãäå a = AB, b = BC, ñ = AC, S S ABC= + .  Èç +AKB,

ãäå ∠ = °AKB 90 : AK AB BK= − = − =2 2 2 26 4 20 ñì.

2 балла.
Проведены правильные вы-
числения.

AK AC= 1

2
; S AC BK AK BKABC+ = ⋅ = ⋅ = =1

2
4 20 8 5 2 ñì .

Çíà÷èò, R = ⋅ ⋅
⋅

=
⋅ ⋅ ⋅

⋅
= =6 6 2 20

4 8 5

6 6 2 2 5

4 8 5

9

2
4 5

2

,  (ñì).

3 балла.
Проведены правильные вы-
числения, получен верный 
ответ.

Äëèíà îêðóæíîñòè: C R= = ⋅ =2 2 4 5 9π π π, ñì.
Ïëîùàäü êðóãà: S R= = ⋅ =π π π2 24 5 20 25, , ñì2.

20 25 9 11 25, , ;π π π− = 11 25 11 25, : , .π π = Îòâåò: 11,25.

4. Îòâåò: 12; 29.

A

B

C

D

O43°

A

B

C

K
O

O

A

B

CK
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День 64

5.1.6. Многоугольник. Сумма углов выпуклого 

многоугольника

1*. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòîðîí âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
ñóììà âñåõ âíóòðåííèõ óãëîâ êîòîðîãî è âñåõ âíåøíèõ óã-
ëîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó ïðè êàæäîé âåðøèíå ìíîãîóãîëü-
íèêà, ðàâíà 1440°.

2*. ×èñëî äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíî 119.
Íàéäèòå ñóììó åãî âíóòðåííèõ óãëîâ.

3*. Óãëû âûïóêëîãî øåñòèóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû  ÷èñ-
ëàì 3 : 5 : 6 : 9 : 10 : 15. Íàéäèòå ýòè óãëû. Â îòâåò çàïè-
øèòå ðàçíîñòü âåëè÷èí áîëüøåãî è ìåíüøåãî èç íèõ.

4*. Íàéäèòå ÷èñëî ñòîðîí âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà, åñëè òðè
åãî óãëà ñîñòàâëÿþò ïî 186°, à îñòàëüíûå — ïî 126°.

5*. Íàéäèòå ñóììó âñåõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ óãëîâ, âçÿ-
òûõ ïî îäíîìó ïðè êàæäîé âåðøèíå âûïóêëîãî ïÿòèóãîëü-
íèêà.

6*. Â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå ñóììà âñåõ âíóòðåííèõ óã-
ëîâ ðàâíà 2340°. Íàéäèòå ÷èñëî äèàãîíàëåé äàííîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà.

1

2

3

4

5

6



146

Ответы: 1. Ïóñòü n — èñêîìîå êîëè÷åñòâî ñòîðîí, òîãäà ñóììà 
âñåõ âíóòðåííèõ óãëîâ äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà 
180 2° −( )n ,  à ñóììà âñåõ âíåøíèõ óãëîâ, âíåøíèõ ïî îä-
íîìó ïðè êàæäîé åãî âåðøèíå, — 360°. Òàê êàê ïî óñëî-
âèþ ñóììà âñåõ è âíóòðåííèõ, è âíåøíèõ óãëîâ — 1440°, 
òî 180 2 1440 360° −( ) = ° − °n ,

180 2 1080° −( ) = °n , n − =2 6 , n = 8.

Îòâåò: 8.

2. Íàéäåì n — ÷èñëî ñòîðîí äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî äèàãîíàëåé âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà 

ðàâíî 
n n −( )3

2
.

Òàê êàê â äàííîì ìíîãîóãîëüíèêå 119 äèàãîíàëåé, òî

n n −( )
=3

2
119, n n −( ) =3 238, n n2 3 238 0− − = ,

n1 17= ; n2 14= −  — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Çíà÷èò, â äàííîì ìíîãîóãîëüíèêå 17 ñòîðîí, à ñóììà åãî 
óãëîâ: 180 2 180 17 2 180 15 2700° −( ) = ° ⋅ −( ) = ° ⋅ = °n .
Îòâåò: 2700°.

3. Ñóììà âñåõ óãëîâ äàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ðàâíà:

180 6 2 180 4 720° −( ) = ° ⋅ = °.

Ïóñòü x°  — âåëè÷èíà îäíîé ÷àñòè, òîãäà âåëè÷èíû èñêî-
ìûõ óãëîâ ðàâíû 3x°; 5x°; 6x°; 9x°; 10x°; 15x°.
Ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

3 5 6 9 10 15 720x x x x x x+ + + + + = ;

48 720x = ; x = 720 48: ; x = 15.

Çíà÷èò, óãëû øåñòèóãîëüíèêà ðàâíû: 3 15 45⋅ ° = °;
5 15 75⋅ ° = °; 6 15 90⋅ ° = °; 9 15 135⋅ ° = °; 10 15 150⋅ ° = °;
15 15 225⋅ ° = °. Ðàçíîñòü áîëüøåãî è ìåíüøåãî èç íèõ: 

225 45 180° − ° = °.
Îòâåò: 180°.

4. Ñóììà âñåõ óãëîâ n-óãîëüíèêà ðàâíà 180 2° −( )n , ñ äðóãîé 
ñòîðîíû: 3 186 3 126⋅ ° + −( ) ⋅ °n .  Ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâíå-
íèå:

180 2 3 186 126 3n n−( ) = ⋅ + −( );
180 360 558 126 378n n− = + − ;

54 540⋅ =n , n = 540 54: ; n = 10.
Îòâåò: 10.

5. Îòâåò: 900.

6. Îòâåò: 90.

Ñóììà óãëîâ âûïóê-
ëîãî ï-óãîëüíèêà ðàâ-
íà 180°(ï−2)

α1

α2 α3

αn

α1 + α2 + ...+ αn =
= 180°(n− 2).

Ñóììà âíåøíèõ óãëîâ
âûïóêëîãî ï-óãîëüíè-
êà, âçÿòûõ ïî îäíîìó
ïðè êàæäîé âåðøèíå,
ðàâíà 360°

β3
β2

β1

βn

β1 + β2 + ... + βï = 360°.
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День 65

5.1.7. Правильные многоугольники. Вписанные 

и описанные окружности правильного 

многоугольника

1*. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòîðîí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà,

âíåøíèé óãîë êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò
1

3
 âíóòðåííåãî óãëà 

ìíîãîóãîëüíèêà.

2*. Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 10 2  ñì âïèñàí ïðàâèëüíûé òðå-
óãîëüíèê. Â ýòîò òðåóãîëüíèê âïèñàíà îêðóæíîñòü, à â îê-
ðóæíîñòü — êâàäðàò. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà.

3*. Íàéäèòå ïëîùàäü êâàäðàòà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü,
åñëè ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, îïèñàííîãî

îêîëî ýòîé îêðóæíîñòè, ðàâíà 24 3 2ñì .

4*. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòîðîí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
êàæäûé óãîë êîòîðîãî ðàâåí 160°.

5*. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñòîðîí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
âíóòðåííèé óãîë êîòîðîãî íà 100° áîëüøå åãî âíåøíåãî
óãëà.

6*. Íàéäèòå ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñ-
òåé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè èõ ðàçíîñòü ðàâíà 
11 ñì.

1

3

4

2

5

6
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Ответы: 1 Òàê êàê A A A An1 2 3 ...  — äàííûé ïðà-
âèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê (n — ÷èñëî
åãî ñòîðîí), òî âñå åãî âíóòðåííèå
óãëû ðàâíû (ïóñòü ∠2 — âíóòðåííèé
óãîë ïðè âåðøèíå A2 ), âñå âíåøíèå
óãëû ðàâíû ( ∠1 — âíåøíèé óãîë ïðè
âåðøèíå A2 ). Ïóñòü ∠ = °1 x , òîãäà

∠ = °2 3x ; ∠ + ∠ = °1 2 180 ; x x+ =3 180; 4 180x = , x = 45.

Çíà÷èò, ∠ = °1 45 . Ñóììà âñåõ âíåøíèõ óãëîâ A A A An1 2 3 ...

ðàâíà 360°, ïîýòîìó 360 45 8° ° =: .  Èñêîìîå ÷èñëî ñòîðîí — 8.
Îòâåò: 8.

2. a R= 3, ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñ-R
òè, îïèñàííîé îêîëî ïðàâèëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a. a r= 2 3,
ãäå r — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàí-r
íîé â ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòî-

ðîíîé a. Òîãäà R r3 2 3= , R r= 2 .

Îòñþäà r
R= = =
2

10 2

2
5 2  (ñì).

Íî îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê, ÿâëÿåòñÿ îê-
ðóæíîñòüþ, îïèñàííîé îêîëî êâàäðàòà, ïî óñëîâèþ äàí-

íîé çàäà÷è. b r= 2,  ãäå r — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàí-r
íîé îêîëî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé b.

Èòàê, b = ⋅ = ( ) = ⋅ =5 2 2 5 2 5 2 10
2

ñì.
Îòâåò: 10.

3. Ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíè-
êà ñî ñòîðîíîé a ðàâíà ñóììå ïëîùà-
äåé øåñòè ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ
ñî ñòîðîíîé a.

S
a= ⋅6

3

4

2

.

Íî ïî óñëîâèþ: S = 24 3 2ñì ,  òîãäà

6 3

4
24 3

2a = ;
a2

4
4= ; a2 16= ; a = 4  ñì. Ðàäèóñ îêðóæ-

íîñòè, âïèñàííîé â ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê, ðàâåí 

r
a= = =3

2

4 3

2
2 3 ñì. Ñòîðîíà êâàäðàòà (b), âïèñàííî-

ãî â ýòó îêðóæíîñòü, ðàâíà b r= = ⋅ =2 2 3 2 2 6  ñì.

Ïëîùàäü êâàäðàòà: b2
2

2
2

2 6 2 6 4 6 24= ( ) = ⋅ ( ) = ⋅ = 2.
Îòâåò: 24.

4. Îòâåò: 18.

5. Îòâåò: 9.

6. Îòâåò: 11; 22.

A1

A2

A3

An

1
2

a

b

O

a

a

a

b

Радиус окружности, впи-
санной в правильный

многоугольник

r
a

n

=
°

2
180

tg
,

ãäå à — ñòîðîíà ìíî-
ãîóãîëüíèêà, ï — 
êîëè÷åñòâî ñòîðîí 

(óãëîâ)

O

r

a

Радиус окружности, опи-
санной около правильно-

го п-угольника

R
a

n

=
°

2
180

sin
,

ãäå à — ñòîðîíà ìíî-
ãîóãîëüíèêà

R
a
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День 66

5.2. Прямые и плоскости в пространстве

5.2.1. Пересекающиеся, параллельные 

и скрещивающиеся прямые. Перпендикулярные 

прямые

1*. Äàíà ïðÿìàÿ a è òî÷êà M M a∉( ).  Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ðàçíûõ ïðÿìûõ, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó M, ïåðå-
ñåêàþò ïðÿìóþ a è ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íåé?

2*. Ïëîñêîñòü α ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC +ABC

â òî÷êàõ B1 è C1  ñîîòâåòñòâåííî. BC & α. B C1 1 1= ñì.

BB B A1 1 3 1: : .= Íàéäèòå BC.

3*. ABCDA B C D1 1 1 1 — êóá. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, êîòîðûé

îáðàçîâàëñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ AB1, B D1 1 è AD1

ðàâíà 12. Íàéäèòå äëèíó ðåáðà êóáà.

4*. Îòðåçîê AB íå ïåðåñåêàåò ïëîñ-
êîñòü α. AC CB= , AA CC BB1 1 1& & .
BB1 4= ; CC1 3= . Íàéäèòå AA1.

5*. Çàäàíû ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå a è b. Ñêîëüêî ñóùåñò-
âóåò ðàçíûõ ïëîñêîñòåé, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ
a è ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé b?

2

3

4

5
A

B
C

A1B1 C1α

6
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Ответы: 1. ×åðåç ïðÿìóþ a è òî÷êó M ìîæíî 
ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ïëîñêîñòü α , 
à â ýòîé ïëîñêîñòè ÷åðåç òî÷êó M —
åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíóþ ïðÿìîé a.

Îòâåò: 1.

2. Ïðÿìûå BC è B C1 1  ëåæàò â îäíîé 
ïëîñêîñòè +ABC( )  è íå èìåþò îáùèõ 
òî÷åê, ïîñêîëüêó BC & α.  Çíà÷èò, 
B C BC1 1 & . +ABC  è +A B C1 1 1 ïîäîáíû 
ïî äâóì óãëàì. Òîãäà

BC
B C

AB
AB1 1 1

= ;
BC
1

3 1

1
= +

; BC = 4.

Îòâåò: 4.

3. Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ AB1, B D1 1
è AD1  ïîëó÷èëñÿ ðàâíîñòîðîííèé
+AB D1 1,  ò. ê. ñòîðîíû òðåóãîëüíè-
êà — äèàãîíàëè ðàâíûõ êâàäðàòîâ.

S
AB

AB D+ 1 1

1
2 3

4
= ; èëè 

AB1
2 3

4
12= ;

AB1
2 4 4 3

3

4 2 3

3
8= ⋅ ⋅ = ⋅ = ; AB1 2 2= .

Èç +ABB1 : AB BB AB2
1
2

1
2+ = ; AB BB= 1,  ïîýòîìó

2 82AB = ; AB2 4= ; AB = 2.

Îòâåò: 2.

4. Îòâåò: 2.

5. Îòâåò: 1.

Ma

α

A

B C

B1 C1
α 1

3

1 ñì

AB

C D

A1
B1

C1 D1

Свойства
пересекающихся прямых
×åðåç òî÷êó âíå äàí-
íîé ïðÿìîé ìîæíî 
ïðîâåñòè áåñêîíå÷íîå 
ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, 
ïåðåñåêàþùèõ äàí-
íóþ ïðÿìóþ.

A b1

b2b3

a

×åðåç äâå ïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ïðÿìûå ìîæíî 
ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, 
è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

a b

α
A

Свойства параллельных прямых

×åðåç òî÷êó âíå äàí-
íîé ïðÿìîé ìîæ-
íî ïðîâåñòè ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ 
åé, è ïðè÷åì òîëü-
êî îäíó.

×åðåç äâå ïàðàë-
ëåëüíûå ïðÿìûå 
ìîæíî ïðîâåñòè 
ïëîñêîñòü, è ïðè-
òîì òîëüêî îäíó.

Âñå ïðÿìûå, ïåðåñå-
êàþùèå äâå äàííûå
ïàðàëëåëüíûå ïðÿ-
ìûå, ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè.

b

a

A a

b

α

a
b

α
c

d

Свойства 
скрещивающихся прямых
×åðåç òî÷êó âíå äàí-
íîé ïðÿìîé ìîæíî
ïðîâåñòè áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ñêðåùèâà-
þùèõñÿ ïðÿìûõ.

b1

α

AA

bb2

A

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñêðå-
ùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ
â ïðîñòðàíñòâå ñóùå-
ñòâóåò òðåòüÿ ïðÿ-
ìàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ñêðåùèâàþùåéñÿ
äëÿ êàæäîé èç äàí-
íûõ äâóõ ïðÿìûõ.

a

c

b
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День 67

5.2.2. Параллельность прямой и плоскости

1*. Ñòîðîíà AB ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ëåæèò â ïëîñêîñòè
α,  à ñòîðîíà CD íå ëåæèò íà íåé. Êàê ðàñïîëîæåíà ïðÿ-
ìàÿ CD îòíîñèòåëüíî α?
1) ïåðåñåêàåò α;
2) ëåæèò â α;
3) ïàðàëëåëüíà α;
4) ïåðïåíäèêóëÿðíà α.
Â îòâåò çàïèøèòå öèôðó, ïîä êîòîðîé çàïèñàíî âåðíîå
óòâåðæäåíèå.

2*. Ïðÿìàÿ a ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè α.  ×åðåç òî÷êè A è B
ïðÿìîé a ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, êîòîðûå ïå-
ðåñåêàþò ïëîñêîñòü α â òî÷êàõ A1  è B1  ñîîòâåòñòâåí-
íî. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà AA B B1 1 ,  åñëè
A B1 1 13= ñì; AA1 14= ñì; A B1 15= ñì.

3*. Ïëîñêîñòü α  ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AB
òðåóãîëüíèêà ABC è ïåðåñåêàåò åãî 
â òî÷êàõ M è K. M — ñåðåäèíà AC. 
Íàéäèòå MK, åñëè AB = 20  ñì.

4*. Òî÷êà S íå ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè
ABC. Òî÷êè A1 è B1  — ñåðåäèíû îò-
ðåçêîâ SA è SB ñîîòâåòñòâåííî. Êà-
êîâî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå A B1 1
è ïëîñêîñòè ABC? (Â îòâåò çàïèøèòå
öèôðó, ïîä êîòîðîé çàïèñàíî âåðíîå 
óòâåðæäåíèå).
1) ïåðåñåêàþòñÿ;
2) ïàðàëëåëüíû;
3) A B1 1 ïðèíàäëåæèò ABC;
4) ïåðïåíäèêóëÿðíû.

1

2

3C

A B

KM α

20

4

A B

S

A1 B1

C
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Ответы: 1. Ïðÿìûå AB è CD ïàðàëëåëüíû êàê
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëå-
ëîãðàììà, ïðè ýòîì ïðÿìàÿ AB ëåæèò
â ïëîñêîñòè α.  Ïî ïðèçíàêó ïàðàë-
ëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè ïðÿìàÿ
DC & α,  ò. ê. îíà ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé
AB, ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè.
Îòâåò: 3.

2. Ïî óñëîâèþ AB & α, ÷åðåç òî÷êè A
è B ïðîâåëè AA BB1 1& , ò. å. ïëîñ-

êîñòü ABB A1 1 ïåðåñåêàåò α è ëèíèÿ 

ïåðåñå÷åíèÿ A B AB1 1 & .  Ïîýòîìó 

AA B B1 1 — ïàðàëëåëîãðàìì.

AA BB1 1 14= =  ñì êàê ïðîòèâîïî-

ëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà. 

Íàéäåì ïëîùàäü S A BB+ 1 1
 ïî ôîðìóëå Ãåðîíà.

S p p A B p BB p A BA BB+ 1 1 1 1 1 1= −( ) −( ) −( ),
ãäå p

A B BB A B
=

+ +
= + + =1 1 1 1

2

15 14 13

2
21 ñì — ïîëóïå-

ðèìåòð +A BB1 1.

S A BB+ 1 1
21 21 15 21 14 21 13

21 6 7 8 84

= ⋅ −( ) ⋅ −( ) ⋅ −( ) =

= ⋅ ⋅ ⋅ =  ñì.

ABCD
S SABCD A BB= = ⋅ =2 2 84 168

1 1
 ñì2.

Îòâåò: 168.

3. Îòâåò: 10.

4. Îòâåò: 2.

A B

CD

α

A
B

A1 B1

a

15

13

14

14

α

Свойства прямой,
параллельной плоскости
1.  Åñëè ïëîñêîñòü ïðî-

õîäèò ÷åðåç ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ 
äðóãîé ïëîñêîñòè, 
è ïåðåñåêàåò ýòó 
ïëîñêîñòü, òî ïðÿ-
ìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ 
ïëîñêîñòåé ïàðàë-
ëåëüíà äàííîé ïðÿ-
ìîé.

α

β
aa

b

Åñëè a | α è a⊂ β,
òî a |b.

2.  Åñëè ïðÿìàÿ ïàðàë-
ëåëüíà äâóì ïëîñ-
êîñòÿì, êîòîðûå 
ïå ðå ñåêàþòñÿ è êî-
òîðûì íå ïðèíà-
äëåæèò äàííàÿ ïðÿ-
ìàÿ, òî ïðÿìàÿ 
ïåðå ñå÷åíèÿ ýòèõ 
ïëîñêîñòåé ïàðàë-
ëåëüíà äàííîé ïðÿ-
ìîé.

a

b

α
ββ
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День 68

5.2.3. Параллельность плоскостей

1*. Òî÷êà M íàõîäèòñÿ âíå ïëîñêîñòè +ABC . Òî÷êè A1 , 
B1  è C1  ñîîòâåòñòâåííî — ñåðåäèíû îòðåçêîâ MA, MB
è MC. Îïðåäåëèòå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñêîñòåé 
ABC è A B C1 1 1 . Íàéäèòå ïåðèìåòð +ABC , åñëè ïåðèìåòð 

òðåóãîëüíèêà +A B C1 1 1  ðàâåí 12.

2*. Ïëîùàäü +ABC (ñì. çàäà÷ó 1) ðàâíà 24 ñì2. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü +A B C1 1 1.

3*. Äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè α è β  ïåðåñåêàþò ñòîðî-
íó BA óãëà ABC â òî÷êàõ D è D1, à ñòîðîíó BC ñîîò-
âåòñòâåííî â òî÷êàõ E è E1.  Èçâåñòíî, ÷òî BD = 12 ñì, 
BD1 18=  ñì, D E1 1 54= ñì. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà DE.

4*. Äàíû äâå ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå m è n. Ñêîëüêî ñó-
ùåñòâóåò ðàçíûõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïðÿìóþ 
m è ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé n?

5*. Òî÷êà M íàõîäèòñÿ âíå ïëîñêîñòè +ABC . Òî÷êè A1 , B1
è C1 ñîîòâåòñòâåííî — ñåðåäèíû îòðåçêîâ MA, MB è MC. 
Ïëîùàäü +A B C1 1 1 10= ñì2. Íàéäèòå ïëîùàäü +ABC.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Ðàññìîòðèì +AMB . Ïî óñëîâèþ
AA A M1 1= è BB B M1 1= . Çíà÷èò, 

A B1 1  — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ +AMB .

Òîãäà A B AB1 1 & è A B AB1 1

1

2
= .

Àíàëîãè÷íî A C1 1  — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ 

+AMC  è A C AC1 1 & , A C AC1 1

1

2
= .

Òîãäà ïëîñêîñòü A B C1 1 1  ïàðàëëåëüíà 

ïëîñêîñòè ABC ( A B AB1 1 & è A C AC1 1 & ) ïî ïðèçíàêó 
ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé.
Êðîìå òîãî P PABC A B C+ += = ⋅ =2 12 2 24

1 1 1
, ò. ê. ñòîðîíû 

+ ABC âäâîå áîëüøå ñòîðîí + A B C1 1 1 .
Îòâåò: 24.

2. Ïîñêîëüêó ABC A B C& 1 1 1 è ïðè ýòîì êàæäàÿ ñòîðîíà 
+A B C1 1 1 âäâîå ìåíüøå ñîîòâåòñòâåííîé ñòîðîíû +ABC
(ñâîéñòâî ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà), òî ïëîùàäü +A B C1 1 1
â÷åòâåðî ìåíüøå ïëîùàäè +ABC. S SABC A B C+ += 4

1 1 1
,

ìó S A B C+ 1 1 1
24 4 6= =:  ñì2.

Îòâåò: 6.

3. Ïî óñëîâèþ α β&  è ïåðåñåêàþò ñòî-
ðîíó BA â òî÷êàõ D è D1,  à ñòîðîíó 
BC — â òî÷êàõ E è E1, çíà÷èò, ïëîñ-
êîñòü α  ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü óãëà 
ABC ïî ïðÿìîé DE, à ïëîñêîñòü 
β — ïî ïðÿìîé D E1 1. À åñëè äâå 
ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðåñå÷åíû 
òðåòüåé (ABC), òî ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ 
ïàðàëëåëüíû; DE D E& 1 1.  Ïîýòîìó

+DBE ïîäîáåí +D BE1 1.

Òîãäà

D E

DE

BD

BD
1 1 1= ;

54 18

12DE
= ; DE = ⋅ =12 54

18
36.

Îòâåò: 36.

4. Îòâåò: 1.

5. Îòâåò: 40.

CA

B

M

A1

B1

C1

A

B

C

D

E

D1

E1

ααα

βββ

Свойства параллельных 
плоскостей

×åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ 
âíå äàííîé ïëîñêîñòè, 
ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñ-
êîñòü, ïàðàëëåëüíóþ 
äàííîé ïëîñêîñòè, 
è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

α

β

A

Åñëè äâå ðàçëè÷íûå 
ïëîñêîñòè ïàðàëëåëü-
íû òðåòüåé ïëîñêîñ-
òè, òî îíè ïàðàëëåëü-
íû ìåæäó ñîáîé.
Åñëè α || β è α || γ, òî β || γ

α

β

 γ

Åñëè ïëîñêîñòü ïåðå-
ñåêàåò îäíó èç äâóõ 
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-
êîñòåé, òî îíà ïåðåñå-
êàåò è äðóãóþ.

 γ

α

β

Åñëè äâå ïàðàëëåëü-
íûå ïëîñêîñòè ïåðå-
ñåêàþòñÿ òðåòüåé, òî 
ïðÿìûå ïåðåñå÷åíèÿ 
ïàðàëëåëüíû.
Åñëè α || β, òî a ||b.

α

β b

a
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День 69

5.2.4. Перпендикулярность прямой и плоскости. 

Перпендикуляр и наклонная

1*. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî âñåõ âåðøèí êâàäðàòà ðàâíî
10 ñì. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè êâàä-
ðàòà, åñëè äèàãîíàëü êâàäðàòà ðàâíà 12 ñì.

2*. Èç òî÷êè ê ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå, äëèíû
êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 6. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
äî ïëîñêîñòè, åñëè ïðîåêöèè íàêëîííûõ 4 ñì è 3 3 ñì.

3*. Èç òî÷êè âíå ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿð äëè-
íîé 6 ñì è íàêëîííàÿ äëèíîé 9 ñì. Íàéäèòå ïðîåêöèþ
ïåðïåíäèêóëÿðà íà íàêëîííóþ.

4*. Èç òî÷êè ê ïëîñêîñòè ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð äëèíîé 12
è íàêëîííàÿ, ïðîåêöèÿ êîòîðîé ðàâíà 5. Íàéäèòå ïðîåê-
öèþ ïåðïåíäèêóëÿðà íà íàêëîííóþ. Îòâåò îêðóãëèòå äî
äåñÿòûõ.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Êâàäðàò MNKP èìååò äèàãîíàëü
MK = 12  ñì. Òî÷êà A ðàâíîóäàëåíà 
îò âñåõ âåðøèí êâàäðàòà è

AM AP AN AK= = = = 10  ñì.
Ïðîâåäåì AO MNKP⊥ . AO — ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïëîñêîñòè 
êâàäðàòà, è NO, MO, PO è KO — ïðî-
åêöèè ðàâíûõ íàêëîííûõ, ò. å. îíè 
ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Çíà÷èò, òî÷êà O — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ 
äèàãîíàëåé êâàäðàòà è OM = 6 ñì. Òàê êàê AO MNKP⊥
è MO ëåæèò â ïëîñêîñòè MNKP, òî MO OA⊥ , +AOM  — 
ïðÿìîóãîëüíûé ∠ = °( )AOM 90 .

AO AM MO2 2 2 2 210 6 64= − = − = ; AO = 8  ñì.
Îòâåò: 8.

2. Èç òî÷êè M ê ïëîñêîñòè α  ïðîâåäå-
íû ïåðïåíäèêóëÿð MO è íàêëîííûå
MA è MB.
AO è OB — ïðîåêöèè ýòèõ íàêëîí-
íûõ. MB MA: : .= 5 6 Òîãäà MB x= 6 ,
MA x= 5 , ïðîåêöèè AO = 4 ñì;

OB = 3 3 ñì. Èç +AOM

∠ = °( )AOM 90 : MO AM AO x x2 2 2 2 2 25 4 25 16= − = ( ) − = − .

Èç +MOB ∠ = °( )MOB 90 :

MO MB BO x x2 2 2 2 2
26 3 3 36 27= − = ( ) − ( ) = − .

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

25 16 36 272 2x x− = − ; 36 25 27 162 2x x− = − ;

11 112x = ; x2 1= ; x = ±1. Íî x > 0, ïîýòîìó x = 1.

Òîãäà MO MA AO x2 2 2 225 16 25 1 16 9= − = − = ⋅ − = ñì2. 
MO = 3 ñì.
Îòâåò: 3.

3. Èç òî÷êè A A ∉( )α  ïðîâåëè ïåðïåí-
äèêóëÿð AC = 6  ñì è íàêëîííóþ 
AB = 9  ñì. CB — ïðîåêöèÿ íàêëîí-
íîé íà ïëîñêîñòü α . Ïðîâåäåì 
CK AB⊥ .  Òîãäà AK — ïðîåêöèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðà AC íà íàêëîííóþ AB. 
Êàòåò AC — ñðåäíåå ïðîïîðöèîíàëü-
íîå ìåæäó ãèïîòåíóçîé AB è ïðîåê-
öèåé AK.

AC AB AK2 = ⋅ .  Òîãäà AK
AC
AB

= = =
2 36

9
4 (ñì).

Îòâåò: 4.
4. Îòâåò: 11,1.

A

K

M

N

P

10

6 O

M

O4

A
Bα

5x 6x

33

C

K

A

B

α6

Свойства
перпендикулярных
прямой и плоскости

 Åñëè ïëîñêîñòü ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà îäíîé 
èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ 
ïðÿìûõ, òî îíà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà è äðó-
ãîé ïðÿìîé.
Åñëè a⊥ α è a |b, òî
b⊥ α.
 Åñëè äâå ïðÿìûå ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû îäíîé 
è òîé æå ïëîñêîñòè, 
òî îíè ïàðàëëåëüíû.
Åñëè a⊥ α è b⊥ α, òî 
a |b.

a b

α

Åñëè ïðÿìàÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà îäíîé 
èç äâóõ ïàðàëëåëü-
íûõ ïëîñêîñòåé, òî 
îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà 
è äðóãîé ïëîñêîñòè.
Åñëè α || β è a⊥ α, òî
a⊥ β.

α

β

a

Åñëè äâå ðàçëè÷íûå 
ïëîñêîñòè ïåðïåíäè-
êóëÿðíû îäíîé è òîé 
æå ïðÿìîé, òî ýòè 
ïëîñêîñòè ïàðàëëåëü-
íû.
Åñëè à⊥ α è a⊥ β, òî
α || β.

α

β

a
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День 70

5.2.4. Теорема о трех перпендикулярах

1*. Â +ABC AB = 15 ñì; AC = 13  ñì; CB = 14 ñì. Èç âåðøè-
íû A ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð AK ê åãî ïëîñêîñòè, äëèíà 
ïåðïåíäèêóëÿðà ðàâíà 16 ñì.  Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè K äî ñòîðîíû BC.

2*. Òî÷êà M íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò âñåõM
ñòîðîí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 12 3 ñì
è óäàëåíà îò ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà íà 8 ñì. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

3*. Â +ABC ∠ = °C 90 , ∠ = °A 30 ,
âåðøèíû óãëà B ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð BK = 2 6  ñì
ê ïëîñêîñòè +ABC. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî
AC.

1

2

3
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Ответы: 1. Îïðåäåëèì âèä +ABC. AB AC BC2 2 2< + ,
ò. ê. 15 14 132 2 2< + .
Çíà÷èò, +ABC — îñòðîóãîëüíûé
è âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ èç òî÷êè A,
áóäåò ëåæàòü â ïëîñêîñòè +ABC.
Ïðîâåäåì AD BC⊥ ,  ñîåäèíèì òî÷-
êó K è òî÷êó D. Ïî òåîðåìå î òðåõ
ïåðïåíäèêóëÿðàõ KD BC⊥ è KD —
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè K äî BC.
Íàéäåì ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC
ïî ôîðìóëå Ãåðîíà.

S p p AB p BC p ACABC+ = −( ) −( ) −( ),

p
AB BC AC= + + = + + =

2

15 13 14

2
21, p — ïîëóïåðèìåòð.

S ABC+ = −( ) −( ) −( ) =21 21 15 21 14 21 13 84 ñì2.

Íî S BC ADABC+ = ⋅1

2
, ïîýòîìó AD

S

BC
ABC= = ⋅ =

2 2 84

14
12+  ñì.

KA ABC⊥ è AD ëåæèò â ïëîñêîñòè ABC, ïîýòîìó 
KA AD⊥ è +KAD  — ïðÿìîóãîëüíûé ∠ = °( )KAD 90 .  Ïî 
òåîðåìå Ïèôàãîðà KD AK AD2 2 2 2 216 12 400= + = + = ñì2.
KD = 20  ñì.
Îòâåò: 20.

2. Ïóñòü äàí +ABC, â êîòîðîì AB BC AC= = = 12 3 ñì 
è òî÷êà M ABC∉ . MO ABC⊥ ; MO = 8
Òî÷êà M îäèíàêîâî óäàëåíà îò ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ò. å. 
MK AB⊥ ; ME BC⊥ è MP AC⊥ .
Ïðè ýòîì MK MP ME= = .
Íàêëîííûå MK, MP è ME ïåðïåíäè-
êóëÿðíû ñòîðîíàì +ABC,  òîãäà ñòî-
ðîíû AB, AC è BC ïåðïåíäèêóëÿðíû
ïðîåêöèÿì äàííûõ íàêëîííûõ KO, PO
è EO ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿ-
ðàõ. Íàêëîííûå MK, MP è ME ðàâ-
íû, ïîýòîìó è ïðîåêöèè OK, OP è OE
ðàâíû. Çíà÷èò, òî÷êà O ðàâíîóäàëåíà
îò âñåõ ñòîðîí +ABC è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííîé â +ABC, OK r= — åå ðàäèóñ. Â ðàâ-

íîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå r OK
AB= = = ⋅ =3

6

12 3 3

6
6

ñì. Òîãäà èç +MOK  ( ∠ = °MOK 90 ,  ò. ê. MO ABC⊥ ) 

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà MK KO MO2 2 2 2 26 8 100= + = + =

MK = 10  ñì.
Îòâåò: 10.

3. Îòâåò: 6.

C

D

K

A

B

16

13

1415

A

B

C

EK

M

O

P
8

Теорема о трех
перпендикулярах

Åñëè ïðÿìàÿ, ïðîâå-
äåííàÿ íà ïëîñêîñòè, 
ïåðïåíäèêóëÿðíà íà-
êëîííîé ïðîåêöèè, òî 
îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà 
íàêëîííîé.

Åñëè a⊥BO, òî 
a⊥AB.

Åñëè ïðÿìàÿ íà ïëîñ-
êîñòè ïåðïåíäèêóëÿð-
íà íàêëîííîé, òî îíà
ïåðïåíäèêóëÿðíà è
ïðîåêöèè íàêëîííîé.
Åñëè a⊥AB, òî a⊥BO.

α B
O

A

a
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День 71

5.2.5. Перпендикулярность плоскостей

5.2.6. Параллельное проектирование. 

Изображение пространственных фигур

1*. Íà èçîáðàæåíèè ðîìáà ABCD ïîñòðîèëè èçîáðàæåíèå åãî
âûñîòû BK. Íàéäèòå îòíîøåíèå AK : AD, åñëè óãîë ðîìáà 
ðàâåí 45°. Îòâåò îêðóãëèòå äî äåñÿòûõ.

2*. Êîíöû îòðåçêà ëåæàò â äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
ïëîñêîñòÿõ. Ïðîåêöèè îòðåçêà íà êàæäóþ èç ïëîñêîñòåé

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 369 ñì è 20 ñì. Ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó îñíîâàíèÿìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ïðîâåäåííûõ èç êîíöîâ
îòðåçêà ê ïëîñêîñòè, ðàâíî 12 ñì. Íàéäèòå äëèíó ýòîãî
îòðåçêà.

3*. Íà èçîáðàæåíèè ðîìáà ABCD ïîñòðîèëè èçîáðàæåíèå åãî
âûñîòû BK. Íàéäèòå îòíîøåíèå AK : AD, åñëè óãîë ðîìáà 
ðàâåí 60°.

4*. Èç êîíöîâ îòðåçêà, ïðèíàä-
ëåæàùåãî äâóì âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïëîñ-
êîñòÿì, ê ëèíèè ïåðåñå÷å-
íèÿ ïðîâåäåíû ïåðïåíäè-
êóëÿðû, ðàññòîÿíèå ìåæäó
îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ 3 ñì.
Ïðîåêöèè îòðåçêà íà ýòè

ïëîñêîñòè ðàâíû 3 2  ñì

è 3 3  ñì. 

Íàéäèòå óãëû, îáðàçîâàííûå îòðåçêîì ñ ýòè ìè ïëîñêîñòÿ-
ìè. Â îòâåò çàïèøèòå èõ ñóììó.

1

2

3

4

3 D

α

β

C

A

B

33

23
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Ответы: 1. Ïóñòü A1B1C1D1 — ðîìá, ∠ = °A1 45 ,

B K A D1 1 1 1⊥ . Òîãäà  ∠ = °A K B1 1 1 90 , 

∠ = ∠ = °B A K A K B1 1 1 1 1 1 45 è+A1K1B1 —
ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé. 
Ïóñòü ñòîðîíà ðîìáà A1B1 = a, òîãäà 

.

Òîãäà îòíîøåíèå

AK AD A K A D: := 1 1 1 1
.

Îòâåò: 0,7.

2. Ïóñòü α β⊥ , êîíöû
îòðåçêà AB ëåæàò
â äâóõ ýòèõ ïëîñêîñ-
òÿõ, ò. å. A ∈ α
è B ∈β, m — ëèíèÿ
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñ-
êîñòåé.
Ïðîâåäåì AC m⊥ .
Òîãäà AC ⊥ β,  ïîñêîëü-
êó åñëè ïåðïåíäèêó-
ëÿð ïðîâåäåí ê ëèíèè 
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, òî îí 
ïåðïåíäèêóëÿðåí è ê äðóãîé ïëîñêîñòè. Òîãäà AC CB⊥ ,
CB — ïðîåêöèÿ AB íà ïëîñêîñòü β. CB = 20 ñì. Àíàëî-

ãè÷íî AD — ïðîåêöèÿ ÀÂ íà ïëîñêîñòü α. AD = 369 ñì. 
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðàìè AC è BD ðàâíî 
12 ñì, ò. å. CD = 12 ñì.

Ðàññìîòðèì +ACD ∠ = °( )ACD 90 ; ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà 

AC AD CD2 2 2 369 144 225= − = − = ñì, AC = 15  ñì.

Ðàññìîòðèì +ACB  (∠∠ACB = 90°). AB AC CB2 2 2= + =
2 215 20 625= + = ñì2. AB = 25 ñì.

Îòâåò: 25.

3. Îòâåò: 0,5.

4. Îòâåò: 75.

A
1

B
1 C

1

D
1

A

B C

DK

K
1

45°

Dm

α

β

20

12
C

A

B

369

Свойства 
перпендикулярних

плоскостей
Ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé 
ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäè-
êóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, 
ïåðå ñåêàåò èõ ïî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûì ïðÿìûì.
Åñëè α ⊥ βè γ ⊥ñ, òîà⊥b.

β

α
a

c bb

γ

Åñëè ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ 
â îäíîé èç äâóõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêî-
ñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíà 
ïðÿìîé èõ ïåðåñå÷å-
íèÿ, òî îíà ïåðïåíäè-
êóëÿðíà è äðóãîé ïëîñ-
êîñòè.
Åñëè α ⊥ βèa⊥b, òîa⊥ β.

β

α

b

a

×åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðî-
ñòðàíñòâà ìîæíî ïðî-
âåñòè ïëîñêîñòü, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ äàííîé 
ïëîñêî ñòè.

Äâå ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûå òðåòüåé 
ïëîñêîñòè, èëè ïàðàë-
ëåëüíû, èëè ïåðåñåêà-
þòñÿ ïî ïðÿìîé, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé òðåòüåé 
ïëîñêîñòè

αα

ββ γ

aa

α γ

ββ
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День 72

5.3. Многогранники

5.3.1. Призма

1. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðè-
çìû, åñëè ñòîðîíà åå îñíîâàíèÿ ðàâíà 20, à ïëîùàäü ïî-
âåðõíîñòè ðàâíà 1760.

2. ×åðåç ñðåäíþþ ëèíèþ îñíîâàíèÿ òðåóãîëüíîé ïðèçìû,
ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ðàâíà 24, ïðîâå-
äåíà ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ áîêîâîìó ðåáðó. Íàéäèòå
ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îòñå÷åííîé òðåóãîëüíîé
ïðèçìû.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé òðå-
óãîëüíîé ïðèçìû, îïèñàííîé îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ îñ-

íîâàíèÿ êîòîðîãî ðàâåí 3 , à âûñîòà ðàâíà 2.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðà-
âèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû, îïèñàííîé 

îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî 

ðàâåí 3 , à âûñîòà ðàâíà 2. 

1

2

3

4
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Ответы: 1. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïðè-
çìà, çíà÷èò, îñíîâàíèå åå — êâàäðàò ñî 
ñòîðîíîé a = 20.  Âûñîòà h ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà îñíîâàíèþ. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè 

ïðèçìû ðàâíà S a a h= + ⋅2 42 ,  à ïî óñëî-

âèþ 1760, ò. å. 2 4 17602a a h+ ⋅ = .  Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî a = 20, ïîëó÷èì 

2 20 2 20 17602⋅ + ⋅ ⋅ =h ; 800 40 1760+ =h ;

h = − =1760 800

40
24.

Îòâåò: 24.

2. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà 
ABCA B C1 1 1,  ïëîùàäü áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîé
ðàâíà Sá = 24.
×åðåç ñðåäíþþ ëèíèþ MN
îñíîâàíèÿ ABC ïðîâåëè
ïëîñêîñòü MM N N AA1 1 1& .
Íàäî íàéòè ïëîùàäü áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè ïðèçìû
AMNA M N1 1 1.
Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè èñêîìîé ïðèçìû
ñîñòîèò èç ïëîùàäåé òðåõ ãðàíåé: AA M M1 1 ; AA N N1 1
è MM N N1 1 . Ïàðàëëåëîãðàìì . AA M M1 1  èìååò ïëîùàäü 
âäâîå ìåíüøå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà AA C C1 1 ,  ïîñêîëü-

êó AM AC= 1

2
, à âûñîòû ýòèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ðàâíû. 

Àíàëîãè÷íî S SAA N N AA B B1 1 1 1

1

2
= è S SMM N N CC B B1 1 1 1

1

2
= .

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè èñêîìîé 
ïðèçìû â äâà ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè 
äàííîé ïðèçìû è ðàâíà 24 2 12: .=
Îòâåò: 12.

3. Â ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó
âïèñàëè öèëèíäð, î÷åâèäíî, ÷òî âû-
ñîòà öèëèíäðà ñîâïàäåò ñ âûñîòîé 
ïðèçìû è ðàâíà h = 2.  Ðàäèóñ öè-
ëèíäðà ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì îêðóæíîñ-
òè, âïèñàííîé â îñíîâàíèå, r = 3 , 
à ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðèçìû âû÷èñ-
ëÿåòñÿ  ïî ôîðìóëå

a r= ⋅ = ⋅ =2 3 2 3 3 6.

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü äàííîé ïðèçìû 
S a h= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =3 3 6 2 36.

Îòâåò: 36.

4. Îòâåò: 24.

a

a

h

A B

C

M

N

A1 B1

C1

M1

N1

a

a

r

h

Sîñí

l SSS⊥⊥⊥⊥⊥⊥

Объем призмы
V=Sîñí. ⋅H;

V=S⊥ ⋅ l.

Площадь боковой
поверхности прямой

призмы

Sáîê. =Ðîñí.⋅ l.

Объем прямой призмы

V=Sîñí.⋅ l.
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День 73

5.3.2. Параллелепипед. Куб

1. Èç åäèíè÷íîãî êóáà âûðåçàíà ïðà-
âèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïðèçìà ñî 
ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ 0,5 è áîêîâûì 
ðåáðîì 1. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êóáà.

2. Âåðøèíà êóáà ñî ñòîðîíîé 1,6 ÿâëÿ-
åòñÿ öåíòðîì øàðà. Íàéäèòå ïëîùàäü
S ÷àñòè ïîâåðõíîñòè øàðà, ëåæàùåé

âíóòðè êóáà. Â îòâåòå çàïèøèòå
S
π

.

3. Äâà ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû,
ðàâíû 3 è 4. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ýòîãî ïàðàëëåëåïèïå-
äà ðàâíà 94. Íàéäèòå òðåòüå ðåáðî, âûõîäÿùåå èç òîé æå
âåðøèíû.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãî-
ãðàííèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå 
(âñå äâóãðàííûå óãëû ïðÿìûå).

5. Îáúåì êóáà ðàâåí 8. Íàéäèòå ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè.

1

a=1

a=1

a=1

b=0,5

2

3

4

5
1

4

1

1

5
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Ответы: 1. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè îáðàçîâàâøåé-
ñÿ ôèãóðû ñîñòîèò èç:
à) áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êóáà: ÷åòû-
ðå êâàäðàòà ïëîùàäüþ 4 ⋅ 1 = 4;
á) äâóõ îñíîâàíèé ñ îòâåðñòèÿìè:
2 1 2 0 5 0 5 2 0 5 1 5⋅ − ⋅ ⋅ = − =, , , ,
(îòâåðñòèÿ — êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé
0,5);
â) ïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé ÷å-
òûðüìÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè, âûðå-
çàííûìè èç êóáà, ïëîùàäüþ 4 1 0 5 2⋅ ⋅ =, .
Èòîãî, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïîëó÷èâøåéñÿ ôèãóðû ñîñòà-
âèò: 4 1 5 2 7 5+ + =, , .
Îòâåò: 7,5.

2. Âåðøèíà êóáà ñî ñòîðîíîé 1,6 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà, 
ïîýòîìó ðàäèóñ øàðà R = 1 6, .
Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà, ò. å. ñôåðû, âû÷èñëèì ïî 
ôîðìóëå S Rñô = = ⋅ ⋅4 4 1 62 2π π , .

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà, íàõîäÿùàÿñÿ âíóòðè êóáà, 

ñîñòàâëÿåò 
1

8
ïîâåðõíîñòè âñåãî øàðà, ïîýòîìó

S S= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =1

8

4 1 6 1 6

8
1 6 0 8 1 28ñô

π π π, ,
, , , .

Â îòâåò çàïèøåì
S
π

π
π

= =1 28
1 28

,
, .

Îòâåò: 1,28.

3. Äâà ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøè-
íû: a = 4, b = 3.  Òîãäà ïëîùàäü îñíî-
âàíèÿ Sîñí = ⋅ =4 3 12.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà 

Sïîâ = 94. Òîãäà ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåð-

õíîñòè Sáîê = − ⋅ = − =94 2 12 94 24 70.

Íî S h P h a báîê = ⋅ = ⋅ +( )2 , òîãäà

h
S

a b
=

+( ) =
+( ) =áîê

2

70

2 3 4
5.

Îòâåò: 5.

4. Îòâåò: 60.

5. Îòâåò: 24.

a=1

a=1

a=1

b=0,5

a

b

h

Прямоугольный
параллелепипед

a
b

c

Площадь боковой
поверхности

S= 2(a+b)c,
ãäå a, b — ñòîðîíû îñ-
íîâàíèÿ, ñ — áîêîâîå
ðåáðî.

Площадь поверхности

S=2(ab+bc+ac),
ãäå a, b, c — èçìåðå-
íèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà.

Объем

V=abc.

Куб

a

Площадь боковой
поверхности

Sáîê. = 4a2.

Площадь поверхности

S= 6a2,
ãäå a — ðåáðî êóáà.

Объем

a

d

V=a3,
ãäå a — ðåáðî êóáà.

V
d=

3

3 3
,

ãäå d — äèàãîíàëü 
êóáà.
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День 74

5.3.3. Пирамида: основание, боковые ребра, 

высота, боковая поверхность. Треугольная 

пирамида

1*. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïðàâèëü-
íîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, åñëè ñòîðîíû îñíîâàíèÿ óâå-
ëè÷èòü â 2 ðàçà, à àïîôåìó — â 3 ðàçà?

2*. Âûñîòà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 2 3.
Äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâåí 30°. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû.

3*. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû ëåæèò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíà-
ìè 3, 4 è 5. Áîêîâûå ãðàíè íàêëîíåíû ê îñíîâàíèþ ïîä
óãëîì 60°. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðà-
ìèäû.

4*. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ îáúåì ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðà-
âèëüíîé ïèðàìèäû, åñëè ñòîðîíó îñíîâàíèÿ óâåëè÷èòü
â 3 ðàçà, à âûñîòó — â 2 ðàçà?

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ïóñòü Sáîê  — ïëîùàäü áîêîâîé ïî-
âåðõíîñòè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé
ïèðàìèäû, ó êîòîðîé ñòîðîíà îñíîâà-
íèÿ — a, àïîôåìà — h. Òîãäà 

S
ah

aháîê = =3

2
1 5, .

Óâåëè÷èì ñòîðîíó ïèðàìèäû âäâîå,
ò. å. äëèíà ñòîðîíû áóäåò 2a,  à àïîôå-
ìó â 3 ðàçà, ò. å. 3h.  Òîãäà íîâàÿ ïëî-

ùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè áóäåò S
a h

aháîê1

3 2 3

2
9= ⋅ ⋅ = .

Çíà÷èò, ïëîùàäü óâåëè÷èëàñü â
S

S
ah
ah

áîê

áîê

1 9

1 5
6= =

,
ðàç.

Îòâåò: 6.

2. Ïóñòü SABC — äàííàÿ ïèðàìèäà.
Ïðîâåäåì SM AB⊥ .  Òîãäà ïî òåîðå-
ìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ OM AB⊥
è ∠ = °SMO 30  — äâó ãðàííûé óãîë
ïðè îñíîâàíèè.

Âûñîòà SO = 2 3.
Èç +SOM ∠ = °( )SOM 90 :

OM SO= ° = ⋅ =ctg .30 2 3 3 6

Â ïðàâèëüíîì +ABC AB r= 2 3,
ãäå r OM= — ðàäèóñ âïèñàííîé
â +ABC  îêðóæíîñòè.

AB r= = ⋅ ⋅ =2 3 2 6 3 12 3.

S
AB

ABC+ = =
( ) ⋅ = ⋅ ⋅ =

2
2

3

4

12 3 3

4

144 3 3

4
108 3.

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, ó êîòîðîé âñå 
äâóãðàííûå óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíû α , âû÷èñëÿåì ïî 
ôîðìóëå:

S
S

áîê
îñí=

cos
,

α
 ò. å. S

S ABC
áîê =

°
+

cos
;

30

Sáîê = = ⋅ =108 3
3

2

108 3 2

3
216: .

Îòâåò: 216.

3. Îòâåò: 12.

4. Îòâåò: 18.

a a

a
h

A

BC

O

S

30°

32

M

Объем тетраэдра
(треугольной пирамиды)

α

S11

S22a

V
S S

a
=

2

3
1 2 sin

,
α

ãäå S1, S2 — ïëîùàäè
äâóõ ãðàíåé,
a — äëèíà îáùåãî
ðåáðà,
α — äâóãðàííûé óãîë 
ïðè ðåáðå a.

a d

b

V abd= 1

6
sin ,ϕ

ãäå a, b — äâà ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ðåáðà
òåòðàýäðà,
d — ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó íèìè, 
ϕ — óãîë ìåæäó
íèìè.
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День 75

5.3.3. Пирамида. Правильная пирамида

1. Ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìè-
äû ðàâíû 10, áîêîâûå ðåáðà ðàâíû 13. Íàéäèòå ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè ýòîé ïèðàìèäû.

2*. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå áîêîâîå ðåáðî
ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë 45°. Íàéäèòå òàí-
ãåíñ óãëà íàêëîíà áîêîâîé ãðàíè ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.
Îòâåò îêðóãëèòå äî äåñÿòûõ.

3. Ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé øåñòè-
óãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû 10, áîêîâûå 
ðåáðà ðàâíû 13. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé 
ïîâåðõíîñòè ýòîé ïèðàìèäû.

4*. Âûñîòà ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû — 7,
à ñòîðîíà îñíîâàíèÿ — 8. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî ïèðà-
ìèäû.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòû-
ðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû 10, 
ò. å. AB = 10;  áîêîâûå ðåáðà ðàâíû
13, ò. å. MB = 13.  Áîêîâûå ãðàíè
ïèðàìèäû — ðàâíîáåäðåííûå òðåó-
ãîëüíèêè.
Ðàññìîòðèì îäèí èç ýòèõ òðåóãîëü-
íèêîâ — +AMB.
Ïðîâåäåì âûñîòó MK AB⊥ , òîãäà
AK = 5,  ïîñêîëüêó MK — âûñîòà è ìåäèàíà.
Èç +AMK ∠ = °( )AKM 90  ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, 
MK AM AK2 2 2 2 213 5 144= − = − = ; MK = 12.

S AB MKAMB+ = ⋅ = ⋅ ⋅ =1

2

1

2
10 12 60.

òè ïèðàìèäû Sáîê = ⋅ =4 60 240. Ïëî-
ùàäü îñíîâàíèÿ S ABîñí = = =2 210 100.  Òîãäà
S S S= + = + =áîê îñí 240 100 340 .
Îòâåò: 340.

2. Ïóñòü MABCD — äàííàÿ ïèðàìèäà,
óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà 45°, ò. å.
∠ = °MCO 45 .
Ïóñòü áîêîâûå ðåáðà ðàâíû ïî x, ò. å.

MA MB MC MD x= = = = .

Òî÷êà O — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãî-
íàëåé êâàäðàòà è îñíîâàíèå âûñîòû 
MO.
Ïðîâåäåì MK CD⊥ . Òîãäà ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêó-
ëÿðàõ OK CD⊥ è ∠MKO  — óãîë íàêëîíà áîêîâîé ãðàíè 
ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Íàéäåì tg .∠MKO

Èç +MOC ∠ = °( )MOC 90 : OC MC
x= ° =cos ;45

2

2
OM MC

x= ⋅ ° =sin .45
2

2

Èç +OKC  ( ∠ = °OKC 90 è ∠ = °OCK 45 , ïîñêîëüêó äèàãî-
íàëè êâàäðàòà äåëÿò óãëû ïîïîëàì):

OK OC
x x= ⋅ ° = ⋅ =sin .45

2

2

2

2 2
+OKM ∠ = °( )MOK 90 .

tg : , .∠ = = = ⋅ = ≈OKM
OM
OK

x x x
x

2

2 2

2

2

2
2 1 4

Îòâåò: 1,4.

3. Îòâåò:  360.

4. Îòâåò: 9.

A

B

K

M

AB
=1

0

O

A

B C

D

K

M

α
O

4545°°45°

Площадь боковой
поверхности

правильной пирамиды

D

C

A

B

S

OO
K

ϕ

•  ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ïîëóïåðèìåòðà îñ-
íîâàíèÿ íà àïîôå-
ìó:

S
anl pl

áoê. = =
2 2

;

•  ðàâíà îòíîøåíèþ
ïëîùàäè îñíîâàíèÿ
íà êîñèíóñ óãëà íà-
êëîíà áîêîâîé ãðà-
íè ê îñíîâàíèþ:

S
S

á
î í

oê.
ñ= .

cos
;

ϕ

•  ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ïëîùàäè îäíîé áî-
êîâîé ãðàíè íà èõ
êîëè÷åñòâî:

Sáîê. =Sãð. ⋅n.



169

День 76

5.3.4. Сечение куба, призмы, пирамиды

1*. Â êóáå ïðîâåëè ñåêóùóþ ïëîñêîñòü ÷åðåç ñåðåäèíû ñìåæ-
íûõ ñòîðîí íèæíåãî îñíîâàíèÿ è íàèáîëåå óäàëåííóþ âåð-
øèíó âåðõíåãî îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå òàíãåíñ óãëà íàêëîíà 
îáðàçîâàâøåãîñÿ ñå÷åíèÿ ê îñíîâàíèþ. Îòâåò îêðóãëèòå
äî ñîòûõ.

2*. Â òåòðàýäðå DABC ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü ÷åðåç ìåäèàíó CM
ãðàíè ABC ïàðàëëåëüíî ðåáðó AD. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷å-
íèÿ, åñëè êàæäîå ðåáðî òåòðàýäðà ðàâíî 4. Îòâåò îêðóãëè-
òå äî äåñÿòûõ.

3*. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìå ÷åðåç äèàãîíàëü
îñíîâàíèÿ ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïàðàëëåëüíî äèàãîíàëè ïðè-
çìû. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, åñëè ñòîðîíà îñíîâàíèÿ
ïðèçìû ðàâíà 2, à âûñîòà — 4. Îòâåò îêðóãëèòå äî äåñÿ-
òûõ.

1

2

3
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Ответы: 1. Ïîñòðîèì ñå÷åíèå,
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç 
òî÷êè M è N — ñå-
ðåäèíû ñòîðîí AD
è DC ñîîòâåòñòâåí-
íî è òî÷êó B1.
à) Ïðîâåäåì ïðÿ-
ìóþ MN äî ïåðåñå-N
÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè AB
è BC,  ïîëó÷èì ñî-
îòâåòñòâåííî òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ F èF Q.
á) Ñîåäèíèì òî÷êè F è B1,  ïðÿìàÿ FB1 ïåðåñå÷åò AA1

â òî÷êå K; ñîåäèíèì Q è B1, ïðÿìàÿ B Q1  ïåðåñå÷åò CC1

â òî÷êå R. KB RNM1  — èñêîìîå ñå÷åíèå.
MN AC& , ïîñêîëüêó MN — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ +ACD.
AC BD⊥ ,  ïîýòîìó MN BD⊥ , à ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåí-
äèêóëÿðàõ, B P MN1 ⊥ . ∠B PB1 — óãîë íàêëîíà ñåêóùåé 
ïëîñêîñòè ê îñíîâàíèþ. Ïóñòü ðåáðî êóáà ðàâíî a, òîãäà

BB a1 = , BD a= 2; BO OD
a= = 2

2
.

OP PD
a= = 2

4
; BP BO OP

a a a= + = + =2

2

2

4

3 2

4
,

tg : , .∠ = = = = = ≈B PB
BB

BP
a

a a

a1
1 3 2

4

4

3 2

4

3 2

4

3 2
0 95

Îòâåò: 0,95.

2. Äàí òåòðàýäð DABC ñ ðåáðîì 4. Ïîñòðîèì ñå÷åíèå:
à) ïðîâåäåì â ãðàíè ABD ÷åðåç òî÷-
êó M ïðÿìóþ MN AD& . Ïî òåîðåìå 
Ôàëåñà DN NB= .
á) ×åðåç MN è MC ïðîâåäåì ïëîñ-
êîñòü MNC. Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç ìå-
äèàíó MC è MNC AD& ,  ïîñêîëüêó 
MN AD& è MN MNC⊂ . MNC —
èñêîìàÿ ïëîñêîñòü.
â) Íàéäåì ïëîùàäü +MNC.

MN AD= =1

2
2, ïîñêîëüêó MN — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ +ADB.

+MNC  — ðàâíîáåäðåííûé, ò.ê. MC = CN êàê ìåäèà-
íû ðàâíûõ ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è DBC. 
KM KN= = 1. MC — âûñîòà ðàâíîñòîðîííåãî +ABC , 

MC
AB= = =3

2

4 3

2
2 3. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà èç +MKC :

CK CM KM2 2 2
2

22 3 1 12 1 11= − = ( ) − = − = . CK = 11

S MN KCMNC+ = ⋅ = = ≈1

2

2 11

2
11 3 3, .

Îòâåò: 3,3.

3. Îòâåò: 2 3 3 4≈ , .

F

K

M
N

O
P

Q

R

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

A

B

C

D

K

M

N
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День 77

5.3.5. Правильные многогранники

1. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà ðàâíà 1. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ñòîðîí äàííîãî òåòðàýäðà.

2*. Öåíòðû ãðàíåé êóáà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî
îêòàýäðà. Âî ñêîëüêî ðàç îáúåì êóáà áîëüøå îáúåìà îêòà-
ýäðà?

3*. Ñêîëüêî ãðàíåé èìååò èêîñàýäð?

4*. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî ðåáåð äîäåêàýäðà.

5. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåòðàýäðà ðàâíà 0,8. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ñòîðîí äàííîãî òåòðàýäðà.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Ïóñòü äàí òåòðàýäð ñ ïëîùàäüþ ïîâåðõ-
íîñòè, ðàâíîé 1. Òîãäà ïëîùàäü êàæäîé

ãðàíè òåòðàýäðà ðàâíà
1

4
, ïîñêîëüêó

òåòðàýäð ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïðàâèëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ. 
Åñëè íîâûé ìíîãîãðàííèê îáðàçîâàí ñî-
åäèíåíèåì ñåðåäèí ñòîðîí òåòðàýäðà, òî
îí áóäåò èìåòü 8 ãðàíåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ — ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, âäâîå ìåíüøèìè ñòîðîí 
òåòðàýäðà, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè 
êàæäîé ãðàíè. Òîãäà ïëîùàäü êàæäîé ãðàíè òàêîãî ìíî-
ãîãðàííèêà áóäåò â 4 ðàçà ìåíüøå ãðàíè òåòðàýäðà, ò. å. 
1

16
.  Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê — îêòà-

ýäð, è ïëîùàäü åãî ïîâåðõíîñòè ñîñòàâèò
1

16
8

1

2
0 5⋅ = = , .

Îòâåò: 0,5.

2. Äàí êóá ABCDA B C D1 1 1 1 . Ïóñòü
ñòîðîíà êóáà ðàâíà a. Òîãäà 

îáúåì êóáà ðàâåí V aê = 3. Â êóá
âïèñàí îêòàýäð — ïðàâèëüíûé
âîñüìèãðàííèê, âñå ãðàíè êîòî-
ðîãî — ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíè-
êè. Âåðøèíû îêòàýäðà íàõîäÿò-
ñÿ â öåíòðå ãðàíåé êóáà, ò. å.
â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíà-
ëåé êàæäîé ãðàíè. Ïîýòîìó
MN KL a= = . QP a= .

Íàéäåì îáúåì òåòðàýäðà, ñ÷èòàÿ, ÷òî îí ñîñòîèò èç äâóõ 
ïèðàìèä QMKNL è PMKNL ñ âûñîòàìè ñîîòâåòñòâåííî 
QO è OP.
Íàéäåì îáúåì îäíîé òàêîé ïèðàìèäû:

V S QO MN KL QO a a
a

MLNKïèð = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1

3

1

3

1

2

1

3

1

2 2

QO
a=⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟2
. V

a
ïèð =

3

12
.

Çíà÷èò, îáúåì òåòðàýäðà ðàâåí V
a

ò = ⋅2

12

3

; V
a

ò =
3

6
.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåì òåòðàýäðà â 6 ðàç ìåíüøå îáúåìà 
êóáà V aê = 3.

Îòâåò: 6.

3. Îòâåò: 20.

4. Îòâåò: 30.

5. Îòâåò: 0,4.

K

L

M NO

P

Q

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

Правильный тетраэдр
Ïëîùàäü 

ïîâåðõíîñòè

a2 3 .

Îáúåì

a3 2

12
.

Ðàäèóñ îïèñàííîé
ñôåðû

3

4

6

4
H

a= .

Ðàäèóñ âïèñàííîé 
ñôåðû

1

4

6

12
H

a= .

Правильный октаэдр
Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

2 32a .
Îáúåì

a3 2

3
.

Ðàäèóñ îïèñàííîé
ñôåðû
a 2

2
.

Ðàäèóñ âïèñàííîé 
ñôåðû
a 6

6
.

Правильный икосаэдр
Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

5 32a .
Îáúåì

5 3 5

12

3a ( )+
.

Ðàäèóñ îïèñàííîé 
ñôåðû

a 2 5 5

4

( )+
.

Ðàäèóñ âïèñàííîé
ñôåðû

a 3 3 5

12

( )+
.
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День 78

5.4. Тела и поверхности вращения

5.4.1. Цилиндр. Основание, высота, боковая 

поверхность, образующая, развертка

1*. Äèàãîíàëü îñåâîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà ðàâíà 6 3 ñì è îá-
ðàçóåò ñ îñíîâàíèåì öèëèíäðà óãîë 60°. Íàéäèòå âûñîòó
öèëèíäðà.

2*. Ðàçâåðòêà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öè-
ëèíäðà — ïðÿìîóãîëüíèê, áîëüøàÿ
ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà 18π ñì. Íàé-
äèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî
â 3 ðàçà ìåíüøå åãî âûñîòû. Â îòâåò

çàïèøèòå
S
π

.

3*. Â öèëèíäðå ïàðàëëåëüíî åãî îñè ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò åãî îñíîâàíèå ïî õîðäå, ñòÿãèâàþùåé
äóãó 120°. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, åñëè îòðåçîê, ñî-
åäèíÿþùèé öåíòð âåðõíåãî îñíîâàíèÿ ñ ñåðåäèíîé õîðäû
íèæíåãî îñíîâàíèÿ, ðàâåí 11 ñì è îáðàçóåò ñ ïëîñêîñòüþ
îñíîâàíèÿ óãîë 30°.

4*. Îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà — êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 10 ñì.
Íàéäèòå áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà. Â îòâåò çàïèøè-
òå S : π.

5*. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíä-
ðà, åñëè ðàäèóñ åãî îñíîâàíèÿ óâåëè÷èòñÿ â 2 ðàçà, à îá-
ðàçóþùàÿ — â 3 ðàçà?

1

2H

18 π

3

4

5
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Ответы: 1. ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà ñ îñüþ
OO1  (âûñîòîé OO1 ), òîãäà ABCD — ïðÿ-
ìîóãîëüíèê, à îáðàçóþùàÿ öèëèíäðà AB
ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé öèëèíäðà, ò. å.
OO AB1 = .
∠ = °BDA 60  — óãîë ìåæäó äèàãîíàëüþ 
BD è îñíîâàíèåì öèëèíäðà.
Èç +BAD,  ãäå ∠ = °BAD 90 :

AB BD BDA= ⋅ ∠ = ⋅ ° = ⋅ ⋅ = ⋅ =sin sin6 3 60 6 3
3

2
3 3 9 (ñì).

Îòâåò: 9.

2. Áîëüøàÿ ñòîðîíà äàííîé ðàçâåðò-
êè — äëèíà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ
öèëèíäðà (C). C R= 2π , ãäå R — ðà-
äèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà. Ïî óñëî-
âèþ C = 18π ñì, òîãäà 18 2π π= R,

R = =18

2
9

π
π

Âûñîòà öèëèíäðà: H R= ⋅ = ⋅ =3 3 9 27 ñì.

S R Háîê. = ⋅ = ⋅ ⋅ =2 2 9 27 486π π π ñì2, 
S
π

π
π

= =486
486 ñì2.

Îòâåò: 486.

3. Ïðÿìîóãîëüíèê ABCD — ñå÷åíèå öèëèíäðà 
ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé åãî îñè OO1, AD —
õîðäà îñíîâàíèÿ, ñòÿãèâàþùàÿ äóãó 120°, 
ïîýòîìó ∠ = °AOD 120 . K — ñåðåäèíà AD. 
OK — ïðîåêöèÿ O K1  íà ïëîñêîñòü îñíîâà-
íèÿ, ïîýòîìó ∠ = °O KO1 30 , O K1 11= ñì (ïî 

óñëîâèþ). Èç +O OK1 , ãäå ∠ = °O OK1 90 :

OO O K O KO1 1 1 11 30 11
1

2
5 5= ⋅ ∠ = ⋅ ° = ⋅ =sin sin ,  ñì.

OK O K O KO= ⋅ ∠ = ⋅ ° = ⋅ =1 1 11 30
11 3

2
5 5 3cos cos , ñì.

Â òðåóãîëüíèêå AOD: OK — ìåäèàíà, áèññåêòðèñà, âûñîòà.
Èç +AOK :

AK OK AOK
AOD= ⋅ ∠ = ⋅ ∠ = ⋅ ° =

= ⋅ ° = ⋅ ⋅

tg , tg , tg

, tg ,

5 5 3
2

5 5 3
120

2
5 5 3 60 5 5 3 3 == ⋅ =5 5 3 16 5, ,  ñì.

Èòàê, èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà:
S AB AD OO AKABCD = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =1 2 5 5 2 16 5 181 5, , ,  ñì2.

Îòâåò: 181,5.

4. Îòâåò: 100.

5. Îòâåò: 6.

A

B C

D

O1

60°
O

H

18 π

A

B

C

D

K

O1

O

R

R

H

Площадь поверхности 
цилиндра

S=Sáîê. +2Sîñí.,

S=2π(R+H)R,
ãäå R — ðàäèóñ îñíî-
âàíèÿ öèëèíäðà, H —
âûñîòà.

Площадь боковой 
поверхности
Sáîê. =2πRH.

Объем цилиндра
V=Sîñí. ⋅H= πR2H,

ãäå R — ðàäèóñ îñíîâà-R
íèÿ, H — âûñîòà.H
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День 79

5.4.2. Конус. Основание, высота, боковая 

поверхность, образующая, развертка

1*. Îñåâûì ñå÷åíèåì êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûé òðå-
óãîëüíèê ñ óãëîì ïðè âåðøèíå 120° è áîêîâîé ñòîðîíîé  

12 3  ñì. Íàéäèòå ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà.

2*. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ðàâíà 196 ñì2, à ðà-

äèóñ åãî îñíîâàíèÿ — 7 2  ñì. Íàéäèòå óãîë ðàçâåðòêè 
êîíóñà.

3*. ×åðåç âåðøèíó êîíóñà ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþ-
ùàÿ åãî îñíîâàíèå ïî õîðäå, êîòîðóþ âèäíî èç öåíòðà 
îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì β, à èç âåðøèíû — ïîä óãëîì α. 
Îïðåäåëèòå áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü êîíóñà, åñëè ïëîùàäü 

ñå÷åíèÿ ðàâíà S. Âû÷èñëèòå ïðè S = 12 2

π
ñì , α = °60 ,

β = °120 .

4*. Îñåâûì ñå÷åíèåì êîíóñà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. 

Îáðàçóþùàÿ êîíóñà — 4 3  ñì. Íàéäèòå âûñîòó êîíóñà.

5*. Îáðàçóþùàÿ êîíóñà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä 

óãëîì 45°, à âûñîòà êîíóñà ðàâíà 6 2  ñì. Íàéäèòå áîêî-

âóþ ïîâåðõíîñòü êîíóñà. Â îòâåò çàïèøèòå 
S

π 2
.

 1

2

 3

 4

 5
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Ответы: 1. Òðåóãîëüíèê ASB — îñåâîå ñå÷åíèå äàííîãî êîíóñà (ïðî-
õîäèò ÷åðåç îñü êîíóñà — SO).
Ïî óñëîâèþ ∠ = °ASB 120 ,

AS BS= = 12 3 ñì — îáðàçóþùèå êî-
íóñà. Íàéäåì ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíó-
ñà — OA.
SO — âûñîòà, áèññåêòðèñà, ìåäèàíà òðå-
óãîëüíèêà ASB, ïîýòîìó

∠ = °SOA 90 , ∠ = ∠ = °OSA ASB
1

2
60 .

Èç +AOS,  ãäå ∠ = °AOS 90 :

OA AS OSA= ⋅ ∠ = ⋅ ° = ⋅ ⋅ =

= ⋅ =

sin sin12 3 60 12 3
3

2
6 3 18 (ñì).

Îòâåò: 18.

2. S Rlá.ï.ê. = π ,  ãäå l OB=  — îáðàçóþùàÿ êîíóñà, R — ðàäè-
óñ îñíîâàíèÿ êîíóñà.
Íàéäåì l:

π πRl = 196 ; l
R

= = =196 196

7 2

28

2

π
π

 ñì.

Ðàçâåðòêà êîíóñà — ñåêòîð (ñì. ðèñ.).
Äóãà AB — äëèíà îêðóæíîñòè îñíî-
âàíèÿ êîíóñà, äóãà AB R= 2π ;  ñ äðóãîé ñòîðîíû: äóãà 

AB
OB AOB= ⋅ ⋅ ∠

°
2

360

π
 (êàê äóãà ñåêòîðà AOB).

Ïóñòü ∠ =AOB α — èñêîìûé óãîë ðàçâåðòêè êîíóñà.

Òàêèì îáðàçîì,

2
28

2
360

2 7 2

π α
π

⋅ ⋅

°
= ⋅ ;

α = ⋅ ° = ⋅ ° ⋅ = ⋅ ° = °7 2 360
28

2

7 2 360 2

28

2 360

4
180

4 2
.

Îòâåò: 180.

3. Îòâåò: 16.

4. Îòâåò: 6.

5. Îòâåò: 72.

A

B

S

O

120120°°120°

3
1
2

A B

l lα

O

l

R

Площадь боковой 
поверхности
Sáîê. = πRl.

Площадь полной 
поверхности 

(площадь развертки)

S=Sáîê. +Sîñí. =

= πRl+ πR2 = πR(l+R).

Объем

осн= ⋅ = π 2
.

1 1

3 3
V S H R H

R

H

r

l

Площадь боковой
поверхности

Sáîê. = πl(R+r).

Площадь полной
поверхности

S=S1 +S2 +Sáîê. =

= πR2 + πr2 + πl(R+r) =

= πl(R+r)+ π(R2 +r2),
ãäå S1, S2 — ïëîùàäè
îñíîâàíèé.

Объем

V H R rR r= + +
1

3
2 2π ( )



177

День 80

5.4.3. Шар и сфера, их сечения

1*. Øàð, äèàìåòð êîòîðîãî 30 äì, ïåðåñå÷åí ïëîñêîñòüþ íà 
ðàññòîÿíèè 9 äì îò öåíòðà. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.
Â îòâåò çàïèøèòå ðåçóëüòàò, ïîäåëåííûé íà π.

2*. Ñôåðà êàñàåòñÿ âñåõ ñòîðîí ðîìáà, äèàãîíàëè êîòîðîãî
ðàâíû 12 ñì è 16 ñì. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñôå-
ðû äî ïëîñêîñòè ðîìáà, åñëè ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 10 ñì.

3*. Áóäåì ñ÷èòàòü ðàäèóñ çåìíîãî øàðà ðàâíûì 6200 êì. Íàé-
äèòå äëèíó ïàðàëëåëè, åñëè åå øèðîòà 60° π ≈( )3 14, .

4*. ×åðåç êîíåö ðàäèóñà øàðà ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü ïîä óãëîì
45° ê íåìó. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, åñëè ðàäèóñ øàðà 

ðàâåí 25 2  ì, â îòâåò çàïèøèòå Sñå÷. : .π

5*. Íà ñôåðå äàíû òðè òî÷êè. Ïðÿìîëèíåéíûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè ðàâíû 12 ñì, 16 ñì, 20 ñì. Ðàäèóñ ñôåðû —

125  ñì. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñôåðû äî ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Íà ðèñóíêå OO1 9= äì — ïåðïåíäè-
êóëÿð ê ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ øàðà —
êðóãó ñ öåíòðîì â òî÷êå O1  è ðàäèó-
ñîì O A1 . OA — ðàäèóñ äàííîãî øàðà,

OA = =30

2
15  äì. Èç +OO A1 ,  ãäå

∠ = °OO A1 90 :

O A OA OO1
2

1
2 2 215 9 225 81 144 12= − = − = − = =  (äì).

S O Añå÷. = ⋅ = ⋅ =π π π1
2 212 144 ñì2;

Sñå÷.

π
π

π
= =144

144 äì2.

Îòâåò: 144.

2. Ïëîñêîñòü ðîìáà ABCD ïåðåñåêàåò
ñôåðó ïî îêðóæíîñòè, öåíòð êîòîðîé —
òî÷êà O1,  ðàäèóñ — îòðåçîê O K1 .
Ýòà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí ðîìáà, 
ïîýòîìó O K AB1 ⊥ .
Òî÷êà O — öåíòð äàííîé ñôåðû, OK —
ðàäèóñ ñôåðû, ïî óñëîâèþ OK = 10 ñì.

∠ = °AO B1 90 , AO AC1

1

2

1

2
12 6= = ⋅ = (ñì), 

BO BD1

1

2

1

2
16 8= = ⋅ = (ñì) (ïî ñâîéñòâó äèàãîíàëåé ðîìáà).

Â +AO B1 :

1) AB AO BO2
1
2

1
2= + ;

AB AO BO= + = + = + = =1
2

1
2 2 26 8 36 64 100 10  (ñì);

2) O K1 — âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåí-
íàÿ íà ãèïîòåíóçó, ïîýòîìó

AO AK AB1
2 = ⋅ ; AK

AO

AB
= = = =1

2 26

10

36

10
3 6,  (ñì).

Èç +AKO1, ãäå ∠ = °AKO1 90 :

O K AO AK1 1
2 2 2 26 3 6 36 12 96 23 04= − = − = − =, , ,  (ñì).

OO1  — ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñôåðû äî ïëîñêîñòè ðîìáà.

Èç +OO K1 , ãäå ∠ = °OO K1 90 :

OO OK O K1
2

1
2 2

2
10 23 04 100 23 04= − = − ( ) = − =, ,

79 96 8 77= ≈, , (ñì).

Îòâåò: 8,77.

3. Îòâåò: 19468.

4. Îòâåò: 625.

5. Îòâåò: 5.

A
O1

O

B

C

D

KA

O1

O

Rd

Площадь сферы

S R d= =4 2 2π π ,
ãäå R — ðàäèóñ ñôåðû, R
d —äèàìåòð ñôåðû.

Объем шара

V R d= =
4

3

1

6
3 3π π ,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà,
d — äèàìåòð øàðà.

Радиус окружности,
вписанной 

в многоугольник

r
S
p

= ,

  ãäå S — ïëîùàäü 
ìíîãîóãîëüíèêà, 
ð — ïîëóïåðèìåòð 
ìíîãîóãîëüíèêà.
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День 81

5.5. Измерение геометрических величин

5.5.1. Величина угла. Градусная мера угла, 

соответствие между величиной угла и длиной 

дуги окружности

1*. Íàéäèòå äëèíó äóãè îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí
4 ñì, îòâå÷àþùåé öåíòðàëüíîìó óãëó 270° π ≈( )3 14, .

2*. Êàêîâà ãðàäóñíàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà, åñëè ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ åìó äóãà ñîñòàâëÿåò 
1

12
îêðóæíîñòè?

3*. Äëèíà õîðäû ðàâíà 
12

π
ì. Íàéäèòå äëèíó åå äóãè, åñëè

ãðàäóñíàÿ ìåðà ýòîé äóãè ðàâíà 60° .

4*. Êîíöû õîðäû äåëÿò îêðóæíîñòü íà äâå äóãè, ãðàäóñíûå
ìåðû êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 7. Íàéäèòå âïèñàííûå
óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà ýòó õîðäó.

5*. Íàéäèòå äëèíó äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà 18 ñì, îòâå÷àþ-
ùåé öåíòðàëüíîìó óãëó 30°.

6*. Òî÷êè K, M, N äåëÿò îêðóæíîñòü íà òðè äóãè, òàê ÷òî
∪ ∪ ∪ =KM MN KN: : : : .4 5 9 Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà 
KMN.

1

2

3

4

5

6



180

Ответы: 1. Äëèíà äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà R, îòâå÷àþùàÿ óãëó n,

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå l
R

n= ⋅π
180

.

Ïîäñòàâèì äàííûå çàäà÷è â ýòó ôîðìóëó, ïîëó÷èì: 

l = ⋅
°

⋅ ° = ⋅ ⋅ = = ⋅ =π π π4

180
270

4 3

2
6 6 3 14 18 84, , ñì.

Îòâåò: 18,84.

2. R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, òîãäà l
R

n=
°

⋅π
180

, ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû: l R
R= ⋅ =1

12
2

6
π π

. Òîãäà 
π πR R

n
6 180

=
°

⋅ ,

n =
°

= ⋅ °
⋅

= °1

6

1

180

1 180

6 1
30: .

Îòâåò: 30.

3. Íà ðèñóíêå AB — äàííàÿ õîðäà,

AB = 12

π
 ñì; ∠ = °AOB 60 ; ò. O — öåíòð 

îêðóæíîñòè. ∪ =
°

⋅ ∠AB
R

AOB
π

180
,

∪ =
°

⋅ ° =AB
R Rπ π

180
60

3
. Â +AOB: 

AO = BO = R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, òîãäà 

∠ = ∠ = ° − ∠ = ° − ° = °OAB OBA
AOB180

2

180 60

2
60 .

Çíà÷èò, +AOB  — ðàâíîñòîðîííèé, îòñþäà 

R AB= = 12

π
ñì. Ïîýòîìó ∪ =

⋅
=AB

π
π
12

3
4 ñì.

Îòâåò: 4.

4. Íà ðèñóíêå AB — äàííàÿ õîðäà, êîòî-
ðàÿ äåëèò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â ò. O
íà äâå äóãè: ∪AKB è ∪AMB. Ïóñòü
x° — âåëè÷èíà îäíîé ÷àñòè, ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∪ ∪ =AKB AMB: : ,2 7  ïîëó÷èì:

∪ = °AKB x2 ; ∪ = °AMB x7 .

∪ + ∪ = °AKB AMB 360 ,  ïîýòîìó 
2 7 360x x+ = , 9 360x = , x = 360 9: , x = 40.
Çíà÷èò, ∪ = ⋅ ° = °AKB 2 40 80 ; ∪ = ⋅ ° = °AMB 7 40 280 . Âïè-
ñàííûé óãîë â 2 ðàçà ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó öåíò-

ðàëüíîãî óãëà (äóãè): ∠ = ∠ = ∪ =AMB AOB AKB
1

2

1

2
= ⋅ ° = °1

2
80 40 . ∠ = ∪ = ⋅ ° = °AKB AMB

1

2

1

2
280 140 .

Îòâåò: 40; 140.

5. Îòâåò: 9,42.

6. Îòâåò: 40, 50, 90.

B
60°

A

O

R
R

B
K

A O

M

Длина окружности

R

d

C=2πR= πd,

ãäå Ñ — äëèíà îêðóæ-
íîñòè, R — ðàäèóñ îê-
ðóæíîñòè, d — äèà-
ìåòð îêðóæíîñòè.

Длина дуги окружности

O
R

ln°

Äëèíà äóãè, ñîîòâåòñ-
òâóþùàÿ öåíòðàëüíî-
ìó óãëó â n°:

l
R

n
Rn

=
°

⋅ ° =
°
°

2

360 180

π π

αO
R

l

Äëèíà äóãè, ñîîòâåòñ-
òâóþùàÿ öåíòðàëüíî-
ìó óãëó â α ðàäèàí:

l
R

R= ⋅ =
2

2

π
π

α α .

O
Rd

a

Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà
îêðóæ íîñòè äî õîðäû 
îïðå  äåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

a
d R

2

2
2 2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ = ,

ãäå à — äëèíà õîðäû, 
R — ðàäèóñ îêðóæíîñ-
òè, d — ðàññòîÿíèå îò 
òî÷êè äî õîðäû.
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День 82

5.5.2. Угол между прямыми в пространстве. Угол 

между прямой и плоскостью

1*. Ðåáðà ïèðàìèäû SABC ðàâíû ïî 3 ñì. SO — âûñîòà ïè-
ðàìèäû. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé AS è ïëîñêîñòüþ
ABC.

2*. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA B C D1 1 1 1
AB = 4, AD = 5, AA1 7= . Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè
AD è A C1 .

3*. Â êóáå ABCDA B C D1 1 1 1  íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AD1

è A B1 .

4*. Â êóáå ABCDA B C D1 1 1 1  íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìîé B D1

è ïëîñêîñòüþ (ABC).

1

2

3

3
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Ответы: 1. Òàê êàê ïî óñëîâèþ âñå ðåáðà ïèðà-
ìèäû ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî òî÷êà
O — öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó
ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè

AO
AB= = =
3

3

3
3 ñì.

SO ABC⊥ ( ), òîãäà AO — ïðîåê-
öèÿ AS íà ïëîñêîñòü (ABC), çíà÷èò, 
∠SAO — óãîë ìåæäó AS è ïëîñêîñ-
òüþ (ABC) (ïî îïðåäåëåíèþ óãëà ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñ-
êîñòüþ). Èç +AOS, ãäå ∠ = °AOS 90 :

cos ;∠ = = =SAO
AO
AS

3

3

1

3
∠ =SAO arccos .

3

3

Îòâåò arccos .
3

3

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл
Правильно обозначен иско-
мый угол. Выполнены верные 
вычисления для его нахожде-
ния.

Ïðÿìûå AD è A C1 — ñêðåùèâàþ-
ùèåñÿ. BC AD& .
Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AD
è A C1  — ýòî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè 
BC è A C1 .

BC AB⊥ (ò. ê. ABCD — ïðÿìî-
óãîëüíèê);
BC BB⊥ 1 (ò. ê. AA B B1 1  — ïðÿìî-
óãîëüíèê);
⇒ BC ⊥  ïëîñêîñòè ABB1( ) ⇒ BC A B⊥ 1 . BC AD= = 5;

A C AA AB AD1
2

1
2 2 2= + + (ïî ñâîéñòâó äèàãîíàëè ïðÿìî-

óãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà). Ñëåäîâàòåëüíî, 

A C1
2 2 27 4 5 49 16 25 90 3 10= + + = + + = = .

2 балла
Верно и обоснованно найден 
искомый угол.

Èç +A BC1 ,  ãäå ∠ = °A BC1 90 :

cos ;
\

∠ = = = ⋅
⋅ ⋅

=
⋅

=A CB
BC
A C1

1 2

5

3 10

5 10

3 10 10

5 10

3 10

10

6

∠ =A CB1

10

6
arccos .

Îòâåò: arccos .
10

6

3. Îòâåò: 1) 60°; 2) arccos .
6

3

A

B

C

O

S

A

B C

D

A1

B1 C1

D1

4

5

7
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День 83

5.5.3. Длина отрезка, ломаной, окружности, 

периметр многоугольника

1*. Ìîæåò ëè çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ èìåòü çâåíüÿ äëèíîé 2 ì,
3 ì, 4 ì, 5 ì, 15 ì? Îáúÿñíèòå îòâåò.

2*. Â ðîìáå ABCD ìåíüøàÿ äèàãîíàëü BD ðàâíà 7 ñì, à åãî

âûñîòà — 2 6  ñì. Íàéäèòå ïåðèìåòð ðîìáà.

3*. Äâå ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ðàâíû 27,4 ñì è 15,3 ñì. Íàéäèòå åãî ïåðèìåòð, åñëè
â äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

4*. Êàê èçìåíèòñÿ äëèíà îêðóæíîñòè, åñëè åå äèàìåòð óìåíü-
øèòñÿ íà 4 ñì?

5*. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû 11 ñì è 15 ñì,
à äèàãîíàëü äåëèò òóïîé óãîë òðàïåöèè ïîïîëàì. Íàéäèòå
ïåðèìåòð òðàïåöèè.

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Äëèíà ëîìàíîé íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî 
åå êîíöû.
Íî 2 + 3 + 4 + 5 = 14 < 15.
Çíà÷èò, çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ íå ìîæåò èìåòü äàííûå çâå-
íüÿ.
Îòâåò: íåò.

2. Ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ðîìáà ëåæèò ïðî-
òèâ åãî îñòðîãî óãëà.

BK = 2 6  ñì — âûñîòà ðîìáà.
Èç +BKD,  ãäå ∠ = °BKD 90 :

KD BD BK= − = − ( ) =2 2 2
2

7 2 6

= − = =49 24 25 5 (ñì).

Ïóñòü AD x=  ñì, òîãäà AB x= ñì, AK x= −( )5 ñì.

Èç +AKB,  ãäå ∠ = °AKB 90 : AB BK AK2 2 2= + , îòñþäà

x x2 2 2
5 2 6= −( ) + ( ) ; x x x2 2 10 25 24= − + + ;

10 49x = ; x = 49 10: ; x = 4 9, .
Çíà÷èò, AD = 4 9, .

P ADABCD = = ⋅ =4 4 4 9 19 6, ,

Îòâåò: 19,6.

3. Åñëè â âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îê-
ðóæíîñòü, òî ñóììû åãî ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ðàâíû.
Ïîýòîìó èñêîìûé ïåðèìåòð ðàâåí:

2 27 4 15 3 2 42 7 85 4, , , ,+( ) = ⋅ =  (ñì).

Îòâåò: 85,4.

4. Îòâåò: óìåíüøèòñÿ íà 4π ñì.

5. Îòâåò: 56.

A

B C

D

x

x

76
2

K

c

a b

Ïëîùàäü òðåóãîëüíè-
êà (ôîðìóëà Ãåðîíà):

S
p p a p b p c

=
= − − −( )( )( ),

ãäå p
a b c

=
+ +

2
.

cb

a

rr

Площадь треугольника:
S=p ⋅r, ãäå 

p
a b c

=
+ +

2
.

Ïëîùàäü îïèñàííîãî 
÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâ-
 íà ïðîèçâåäåíèþ ïî-
ëó ïåðèìåòðà ÷åòûðåõ-
óãîëü  íèêà íà ðàäèóñ
âïèñàííîé îêðóæíîñ-
òè:

S=pr,

ãäå p
a b c d

=
+ + +

2
.

Ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëü-
íèêà ðàâåí óäâîåííîé
ñóììå ñîñåäíèõ ñòî-
ðîí:

P=2(a+b).

 Ïåðèìåòð êâàäðàòà â
÷åòûðå ðàçà áîëüøå
åãî ñòîðîíû:

Ð=4à.



185

День 84

5.5.4. Расстояние от точки до прямой, от точки 

до плоскости. Расстояние между параллельными 

прямыми, параллельными плоскостями

1*. Èç òî÷êè ê ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå, äëèíû
êîòîðûõ ðàâíû 15 ñì è 20 ñì, à äëèíû èõ ïðîåêöèé íà 
ïëîñêîñòü îòíîñÿòñÿ êàê 9 : 16. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè äî ïëîñêîñòè.

2*. Ïëîñêîñòè α è β ïàðàëëåëüíû. Äëèíà îòðåçêà A B1 1 ðàâíà 
12 ñì. A B1 1  ëåæèò â ïëîñêîñòè α. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
A2,  ëåæàùåé â ïëîñêîñòè β, äî òî÷êè B1  ðàâíî 15 ñì.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè α è β, åñëè
A A1 2 ⊥ α.

3*. Èç òî÷êè ê ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû äâå íàêëîííûå, ïðîåê-
öèè êîòîðûõ íà ýòó ïëîñêîñòü ðàâíû 5 ñì è 9 ñì.
Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè, åñëè ñóììà 
äëèí íàêëîííûõ ðàâíà 28 ñì.

1

2

3
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Ответы: 1. Ïóñòü òî÷êà M íå ïðèíàäëåæèò ïëîñ-
êîñòè α; MA = 15 ñì, MB = 20  ñì — 
íàêëîííûå ê ïëîñêîñòè α; MO ⊥ α , 
òîãäà MO — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M
äî ïëîñêîñòè α; AO — ïðîåêöèÿ AM
íà α, BO — ïðîåêöèÿ BM íà α, 
AO OB: : .= 9 16
Ïóñòü x ñì — âåëè÷èíà îäíîé ÷àñòè, 
òîãäà AO x= 9 ñì, BO x= 16  ñì.

Èç +AOM,  ãäå ∠ = °AOM 90 :

MO AM AO x x2 2 2 2 2 215 9 225 81= − = − ( ) = − . (1)

Èç +BOM,  ãäå ∠ = °BOM 90 :

MO BM BO x x2 2 2 2 2 220 16 400 256= − = − ( ) = − .  (2)

Ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (1) è (2) ðàâíû, îòñþäà: 
225 81 400 2562 2− = −x x , 175 1752x = , x2 1= , x = ±1,
x = −1 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Çíà÷èò, x = 1  ñì.
Èòàê, MO x2 2225 81 225 81 144= − = − = ; MO = 12  ñì.

Îòâåò: 12.

2. Òàê êàê ïðÿìàÿ A B1 1  ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè α, A A2 1 ⊥ α,  òî A A A B1 2 1 1⊥ .

A A1 2  — èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Èç +A A B2 1 1, ãäå ∠ = °A A B2 1 1 90 :

A A B A A B2 1 1 2
2

1 1
2 2 215 12= − = − =

225 144 81 9= − = =  (ñì).

Îòâåò: 9.

3. Îòâåò: 12.

M

O

15

A
Bα

20

A1

A2

B112

15

β

α



187

День 85

5.5.5. Площадь треугольника, параллелограмма, 

трапеции, круга, сектора

1. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà, èçîáðàæåííîãî
íà ðèñóíêå.

2*. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíû 
26 ñì, 28 ñì, 30 ñì.

3*. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, äèàãîíàëè êîòîðîé ðàâíû 
4 ñì è 8 ñì, à óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 30°.

4*. Â êðóãîâîé ñåêòîð, ãðàäóñíàÿ ìåðà äóãè êîòîðîãî ðàâíà 
60°, âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 6 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü 
ñåêòîðà.

5. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà, èçîáðàæåííîãî
íà ðèñóíêå.

6*. Ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ïåðïåíäè-
êóëÿðíà åå áîêîâîé ñòîðîíå. Îñòðûé óãîë òðàïåöèè ðàâåí 
45°, à áîëüøåå îñíîâàíèå ðàâíî 10 ì. Íàéäèòå ïëîùàäü 
òðàïåöèè.

1y

x0 2

2

1

1

3

3

5

4

6

4 5 76

2

3

4

5y

x
0

2

2

1

1

3

3

5

4

6

7

4 5 76

6
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Ответы: 1. Äàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê — ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíîé 
a = − =3 1 2  è âûñîòîé ê ýòîé ñòîðîíå h = − =6 2 4.  Ïî-
ýòîìó èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà S a h= ⋅ = ⋅ =2 4 8.
Îòâåò: 8.

2. Ïî ôîðìóëå Ãåðîíà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 
a, b, c ðàâíà:

S p p a p b p c= −( ) −( ) −( ), ãäå p
a b c= + +

2
.

Ïîäñòàâèì äàííûå çàäà÷è â ýòó ôîðìóëó:

p = + + = =26 28 30

2

84

2
41 ñì.

S = −( ) −( ) −( ) = ⋅ ⋅ ⋅ =
= ≈

41 41 26 41 28 41 30 41 15 13 11

87945 296 56,  ñì .2

Îòâåò: 296,56.

3. Ïóñòü â òðàïåöèè ABCD AC = 4  ñì,
BD = 8  ñì, ò. O — òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ äèàãîíàëåé AC è BD;
∠ = °COD 30 .

S BD AC CODABCD = ⋅ ⋅ ⋅ ∠ =

= ⋅ ⋅ ⋅ ° = ⋅ =

1

2
1

2
4 8 30 16

1

2
8

sin

sin  ñì .2

Îòâåò: 8.

4. Ïóñòü âïèñàííàÿ â ñåêòîð îêðóæíîñòü
êàñàåòñÿ OB â òî÷êå K, OA — â òî÷êå
M, äóãè AB — â òî÷êå C. Òîãäà, ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî O1  — öåíòð âïèñàííîé

îêðóæíîñòè, O K OB1 ⊥ , O M AO1 ⊥ .

∠ = ∠ = ⋅ ° = °BOC AOB
1

2

1

2
60 30 (òàê

êàê ∠ = ∠KOO MOO1 1 êàê ñîîòâåò-

ñòâóþùèå óãëû ðàâíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ òðåóãîëüíèêîâ KOO1 è MOO1 )

Èç +O KO1 , ãäå ∠ = °O KO1 90 : O O O K1 12 2 6 12= ⋅ = ⋅ =  (ñì) 

(òàê êàê êàòåò, ëåæàùèé ïðîòèâ óãëà 30°, ðàâåí ïîëîâèíå 
ãèïîòåíóçû).
Ðàäèóñ ñåêòîðà ðàâåí OB OC OO O C= = + = + =1 1 12 6 18 ñì.
Èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà:

S
OC

AOB= ⋅
°

⋅ ∠ = ⋅ ⋅ °
°

= ⋅ = ≈π π π π
2 2

360

18 60

360

324

6
54 169 56,  ñì .2

Îòâåò: 169,56.

5. Îòâåò: 12.

6. Îòâåò: 37,5.

B C

A D

O4

8
30°

A B
C

KM

O

O1
6

60°

Площадь трапеции

h
m

a

b

S
a b

h=
+

⋅
2

;

S=mh;

d1
ϕ

d2

S d d=
1

2 1 2 sin ϕ .

Площадь кругового
сектора

O
R
n°

Ïëîùàäü ñåêòîðà, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî öåí-
òðàëüíîìó óãëó â n°: 

S
R

n=
°

⋅ °
π 2

360
.

Площадь кругового
сегмента

O
A B

α

S S S AOB= Δêð ñåã. . ∓

(åñëè α <180° — çíàê 
«−», åñëè α > 180° —
çíàê «+»)

Площадь круга

R

d

S R
d

= =π π2
2

4
.
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5.5.6. Площадь поверхности конуса, цилиндра, 

сферы

1. Ïëîùàäü áîëüøîãî êðóãà øàðà
ðàâíà 3. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè øàðà.

2. Âåðøèíà êóáà ñî ñòîðîíîé 1,6 ÿâ-
ëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü S ÷àñòè ïîâåðõíîñòè øàðà, ëå-

æàùåé âíóòðè êóáà. Â îòâåò çàïè-

øèòå
S
π

.

3. Îêîëî øàðà îïèñàí öèëèíäð, ïëî-
ùàäü ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàâíà
18. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
øàðà.

4*. Îáðàçóþùàÿ êîíóñà ðàâíà 8 3 ñì 
è íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè åãî îñíîâà-
íèÿ ïîä óãëîì 30°.
Íàéäèòå ïîâåðõíîñòü êîíóñà. Â îòâåò 

çàïèøèòå ðåçóëüòàò 
S
π

.

5. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà,
åñëè ðàäèóñ øàðà óâåëè÷èòü â 2 ðàçà?

6*. Îáðàçóþùàÿ êîíóñà ðàâíà 10 ñì. Íàéäèòå ïîëíóþ ïîâåðõ-
íîñòü êîíóñà, åñëè åãî âûñîòà ðàâíà 6 ñì. Â îòâåò çàïè-

øèòå
S
π

.

1

2

3
O1

O2

O

R

4

5

6
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Ответы: 1. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ðàäèóñ ñôåðû è ðàäèóñ áîëüøîãî 
êðóãà ñôåðû ðàâíû R. Òîãäà S Ráîëüøîãî êðóãà = =π 2 3  (ïî 
óñëîâèþ).

S Rñôåðû = = ⋅ =4 4 3 122π .

Îòâåò: 12.

2. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ðàäèóñ øàðà ðàâåí äëèíå ðåáðà 
êóáà, ò. å. R = 1 6, .

Èñêîìàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà S1 — ýòî
1

8
ïëîùà-

äè ñôåðû. Òîãäà

S S R
R

1
2

2 21

8

1

8
4

2

1 6

2

1 6 1 6

2
1 28= = ⋅ = = ⋅ =

⋅ ⋅
=ñô.

, , ,
, ;π π π π

π

S1 1 28
1 28

π
π

π
= =,

, .

Îòâåò

3. Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî O O1 2  — äèàìåòð øàðà, îí ÿâ-

ëÿåòñÿ âûñîòîé öèëèíäðà è O O R1 2 2= , ãäå R — ðàäèóñ 

øàðà è ðàäèóñ îïèñàííîãî îêîëî íåãî öèëèíäðà. Òîãäà 
H R= 2 — âûñîòà öèëèíäðà.
Ïî óñëîâèþ Söèë. = 18.

S S S RH R R H R

R H R R
öèë. á.ï.ö. îñí= + = + ⋅ = ⋅ +( ) =

= ⋅ +( ) =

2 2 2 2

2 2

2 2

2

. π π π

π π ⋅⋅ +( ) = ⋅ =2 2 3 62 2 2R R R Rπ π ;

6 182πR = ; πR2 18

6
3= = ; S Rñôåðû = = ⋅ =4 4 3 122π .

Îòâåò: 12.

4. SO — âûñîòà êîíóñà, AS — îáðàçóþ-
ùàÿ, AO — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà.

Ïî óñëîâèþ AS = 8 3  ñì,
∠ = °SAO 30 .
Èç +AOS,  ãäå ∠ = °AOS 90 :

AO AS SAO= ⋅ ∠ = ⋅ ° =

= ⋅ = ( ) =

cos cos8 3 30

8 3
3

2
4 3 12

2
 ñì.

S S S AO AS AO AO AS AO= + = ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ +( ) =
= ⋅ +( ) = ⋅ ⋅

áîê îñí.. π π π
π π

2

12 8 12 12 200 240= π ñì .2

S : : .π π π= =240 240
Îòâåò:  240.

5. Îòâåò: 4.

6. Îòâåò: 144.

A

S

O
30°

3
8

Rd

Площадь сферы

S R d= =4 2 2π π ,
ãäå R — ðàäèóñ ñôåðû, R
d —äèàìåòð ñôåðû

l

R

Площадь боковой
поверхности
Sáîê. = πRl.

Площадь полной
поверхности (площадь

развертки)

S=Sáîê. +Sîñí. =

= πRl+ πR2 = πR(l+R).

Объем

осн= ⋅ = π 2
.

1 1

3 3
V S H R H

R

R

H

Площадь поверхности
цилиндра

S=Sáîê. + 2Sîñí.,

S=2π(R+H)R.

Площадь боковой
поверхности
Sáîê. = 2πRH.

Объем
V=Sîñí. ⋅H= πR2H.
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5.5.7. Объем куба, прямоугольного 

параллелепипеда, пирамиды, призмы, цилиндра, 

конуса, шара

1. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä 
îïèñàí îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ 
îñíîâàíèÿ è âûñîòà êîòîðîãî ðàâ-
íû 1. Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïè-
ïåäà.

2. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä
îïèñàí îêîëî ñôåðû ðàäèóñà 6,5.
Íàéäèòå åãî îáúåì.

3. Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ABCDA1B1C1D1
ðàâåí 9. Íàéäèòå îáúåì òðåóãîëüíîé 
ïèðàìèäû ABDA1.

4. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä 
îïèñàí îêîëî öèëèíäðà, ðàäèóñ îñ-
íîâàíèÿ è âûñîòà êîòîðîãî ðàâíû 
1,5. Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïè-
ïåäà.

5. Íàéäèòå îáúåì ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû,
áîêîâîå ðåáðî êîòîðîé ðàâíî 13 ñì, à âûñîòà — 5 ñì.

1

2

O

A B

CD Q

A1

B1

C1
D1

3

A B

CD

A1
B1

C1
D1

4

5
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Ответы: 1. Â ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, åñëè îí — 
êâàäðàò. Çíà÷èò, â îñíîâàíèè äàííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïà-
ðàëëåëåïèïåäà — êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a. Âûñîòà öèëèíä-
ðà ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé îïèñàííîãî îêîëî íåãî ïàðàëëåëåïè-
ïåäà, ò. å. H = 1.
Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâåí R = 1. Òîãäà 
a R= =2 2.
Èñêîìûé îáúåì ðàâåí: V S H a H= ⋅ = ⋅ = ⋅ =îñí.

2 22 1 4.

Îòâåò: 4.

2. Îñíîâàíèå äàííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà — êâàäðàò (èíà÷å
â íåãî íåëüçÿ áûëî áû âïèñàòü ñôå-
ðó). Òîãäà ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïàðàë-
ëåëåïèïåäà ðàâíà a R= 2 , ãäå R —
ðàäèóñ ñôåðû, a = ⋅ =2 6 5 13, .
Âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà äèà-
ìåòðó âïèñàííîé â íåãî ñôåðû:

AA R1 2 2 6 5 13= = ⋅ =, .

Èòàê, èñêîìûé îáúåì: V S H= ⋅îñí. ,  ãäå S SABCDîñí. = ,
H AA= 1.
Íî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äàííûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä — êóá ñ ðåáðîì, ðàâíûì 13.

Òîãäà V A A= = =1
3 313 2197.

Îòâåò: 2197.

3. V S HABCDïð. = ⋅ , ãäå H — âûñîòà äàííîé ïðèçìû.

Ïî óñëîâèþ âûñîòà ïðèçìû ABCDA B C D1 1 1 1 ÿâëÿåòñÿ è âû-
ñîòîé ïèðàìèäû ABDA1.

V S H S H S H VABD ABCD ABCDïèð. ïð= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅1

3

1

3

1

2

1

6

1

6+ .

Ïî óñëîâèþ Vïð. = 9,  ïîýòîìó

Vïèð. = ⋅ = =1

6
9

3

2
1 5, .

Îòâåò: 1,5.

4. Îòâåò: 13,5.

5. Îòâåò: 480.

O

A B

CD Q

A1

B1

C1
D1

Объем прямоугольного 
параллелепипеда

a
b

c

V=abc.

Объем куба

a

d

V=a3,

V
d=

3

3 3
,

Объем призмы

Sîñí

l SSS⊥⊥⊥⊥⊥⊥

H

V=Sîñí. ⋅H;

V=S⊥ ⋅ l.

Объем пирамиды

Sîñí.

H

V S H= ⋅
1

3 î íñ .
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1. Öèëèíäð è êîíóñ èìåþò îáùåå îñ-
íîâàíèå è îáùóþ âûñîòó. Âû÷èñëè-
òå îáúåì öèëèíäðà, åñëè îáúåì êî-
íóñà ðàâåí 25.

2. Íàéäèòå îáúåì V ÷àñòè öèëèíäðà, V
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå. Â îòâåòå 

óêàæèòå 
V
π

.

3. Íàéäèòå îáúåì V ÷àñòè êîíóñà, èçîá-V

ðàæåííîé íà ðèñóíêå. Â îòâåòå óêà-

æèòå
V
π

.

4*. Íàéäèòå îáúåì øàðà, åñëè åãî ñå÷å-
íèå ïëîñêîñòüþ, óäàëåííîé îò öåí-
òðà øàðà íà 20 ñì, èìååò ïëîùàäü 

225π ñì2. Â îòâåò çàïèøèòå 
3V
π

.

5. Öèëèíäð è êîíóñ èìåþò îáùåå îñíî-
âàíèå è îáùóþ âûñîòó. Âû÷èñëèòå 
îáúåì öèëèíäðà, åñëè îáúåì êîíóñà 
ðàâåí 18.

6. Íàéäèòå îáúåì V ÷àñòè öèëèíäðà, V
èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå. Â îòâåòå 
óêàæèòå V/V π.

1

R

h

2

O

5

5
2

3S

O 60°

12

12

4

5

R

h

6
O

3

6
2



194

Ответы: 1. V R hö. = π 2 ; V R hêîí. = 1

3
2π . Ïî óñëîâèþ Vêîí. ,= 25 òîãäà

1

3
252πR h = , πR h2 25 3= ⋅ , πR h2 75= ,  ò. å. Vö. = 75.

Îòâåò: 75.

2. Îáúåì èñêîìîé ÷àñòè öèëèíäðà ðàâåí ðàçíîñòè îáúåìîâ 
áîëüøåãî è ìåíüøåãî öèëèíäðîâ:

V V V R H R H H R R= − = ⋅ − ⋅ = −( ) =

= ⋅ −( ) = ⋅ ⋅ =
á ì á ì á ìπ π π

π π π

2 2 2 2

2 25 5 2 5 21 105 .
V
π

π
π

= =105
105.

Îòâåò: 105.

3. Îáúåì èñêîìîé ÷àñòè êîíóñà ðàâåí ðàçíîñòè îáúåìîâ âñå-

ãî êîíóñà è 
1

6
åãî ÷àñòè (360° : 60° = 6). Òîãäà

V V V V R H= − = = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅
⋅

=

ê ê ê ê ê

1

6

5

6

5

6

1

3

5

6

1

3
12 12

5 12 144

6 3
4

2 2π π

π
880π.

V
π

π
π

= =480
480.

Îòâåò: 480.

4. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O1
è ðàäèóñîì O A1 — ñå÷åíèå øàðà
ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì OA.
Ïî óñëîâèþ OO1 20=  ñì.

Sñå÷. ñì= 225 2π , òîãäà π π⋅ =O A1
2 225 ;

O A1
2 225= , O A1 225= ; O A1 15=  ñì.

Èç +OO A1 ,  ãäå ∠ = °OO A1 90 :

OA OO O A= + = + = + =

= =
1
2

1
2 2 220 15 400 225

625 25 (ñì).

V OAøàðà = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅4

3

4

3
25

3
4 15625

3
625003 3π π π π

 ñì3.

Vøàðà ⋅ = ⋅ ⋅ =3

3
62500

3
62500

π
π

π
3.

Îòâåò: 62 500.

5. Îòâåò: 54.

6. Îòâåò: 12.

A
O1

O

Объем цилиндра

R

R

H

V=Sîñí. ⋅H= πR2H

Объем конуса

l

R

осн= ⋅ = π 2
.

1 1

3 3
V S H R H

Объем усеченного конуса

R

H

r

l

V H R rR r= + +
1

3
2 2π ( )

Объем шара

Rd

V R d= =
4

3

1

6
3 3π π
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5.6. Координаты и векторы

5.6.1. Декартовы координаты на плоскости 

и в пространстве

1*. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, äèàìåòð êîòîðîé MN
è M 1 7; ;( ) N 5 4; .( )

2*. Êîíöû îòðåçêà A 5 2 4; ;− −( ) è B 5 3 6; ; .( )  Íàéäèòå òî÷êó,
ñèììåòðè÷íóþ ñåðåäèíå îòðåçêà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
xz. Â îòâåò çàïèøèòå îðäèíàòó ýòîé òî÷êè.

3*. Íàéäèòå óãëîâîé êîýôôèöè-
åíò ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè A 1 1;( ) è B 2 4; .( )

4*. Â +ABC A 2 1 3; ; ;( ) B 2 1 5; ; ;( ) C 0 1 1; ; .( ) Íàéäèòå äëèíó
ìåäèàíû AM.

5*. Íàéäèòå îñòðûé óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò ñ îñüþ Ox ïðÿ-

ìàÿ x y+ + =3 1 0.

1

2

3

xA

xB

xB–xA

yB

yA

yB–yA

α

y

x0 1

1

2 3 4 5

2

3

4

–2

–2

–1

–1

y kx+b

A

B

4

5
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Ответы: 1. Íàéäåì êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæ-
íîñòè òî÷êè O, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó 
íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò ñåðåäèíû
îòðåçêà:

x
x xM N

0 2

1 5

2
3=

+
= + = ;

y
y yM N

0 2

7 4

2
5 5=

+
= + = , .

Íàéäåì ðàäèóñ äàííîé îêðóæíîñòè, íàïðèìåð, MO:

R MO x x y yM M= = −( ) + −( ) = −( ) + −( ) =

= + = =
0

2

0

2 2 2
1 3 7 5 5

4 2 25 6 25 2 5

,

, , , .

Îòâåò: 2,5.

2. Îïðåäåëèì êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îò-
ðåçêà AB; êîîðäèíàòû òî÷êè C:

x
x x

C
A B=

+
= + =

2

5 5

2
5;

yC = − + =2 3

2
0 5, ;

zC = − + =4 6

2
1. C 5 0 5 1; , ; .( )

Íàéäåì òî÷êó C1,  ñèììåòðè÷íóþ C
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xz.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷êîé C ñèììåò-
ðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xz òî÷êà C1 èìååò ïðî-
òèâîïîëîæíîå çíà÷åíèå îðäèíàòû, ò. å. C1 5 0 5 1; , ;−( )  Îð-
äèíàòà òî÷êè –0,5.

Îòâåò: –0,5.

3. Î÷åâèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò k
â óðàâíåíèè y kx b= + ðàâåí 
òàíãåíñó óãëà, êîòîðûé îáðà-
çóåò ïðÿìàÿ ñ îñüþ x.

k
y y

x x
B A

B A

= =
−
−

= −
−

=tg .α 4 1

2 1
3

Îòâåò: 3.

4. Îòâåò: 1.

5. Îòâåò: 30.

N
(5;4)

M
(1;7)

O

R R

C1

x

y

z

A

B

C

–2

–4

3

6

xA

xB

xB–xA

yB

yA

yB–yA

α

y

x0 1

1

2 3 4 5

2

3

4

–2

–2

–1

–1

y kx+b

A

B
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День 90

5.6.2. Формула расстояния между точками. 

Уравнение сферы

1*. Äàí êóá ABCDA B C D1 1 1 1 ñ ðåáðîì 1. Íàéäèòå ðàäèóñ ñôå-
ðû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó A, ñåðåäèíû ðåáåð DC
è BB1  è öåíòð ãðàíè A B C D1 1 1 1.

2*. Äàí +ABC . Íàéäèòå äëèíó ìåäèàíû 
CM.

1

2
M

A(–2;0;1)

B(8;–4;9) C(–1;2;3)
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Ответы:
Критерии проверки решения: 1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Определены координаты всех 
четырех точек, составлено 
уравнение сферы, но сделаны 
ошибки или решение не за-
кончено.

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò
ñ íà÷àëîì â âåðøèíå A, òàê,
÷òî îñü Ox èäåò ïî ñòîðîíå
AD, îñü Oy — ïî AB è îñü
Oz — ïî AA1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ðåáðî êóáà ðàâíî 1, ïîëó÷èì
êîîðäèíàòû: ò. A 0 0 0; ;( ) .
Òî÷êà P — ñåðåäèíà DC è

P 1
1

2
0; ;

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ , òî÷êà K — ñåðåäèíà BB1 è K 0 1

1

2
; ;

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ .

Òî÷êà F — öåíòð (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé) ãðàíè

A B C D1 1 1 1; F
1

2

1

2
1; ;

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ . Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ñôåðû, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, P, K è F: 
x y z ax by cz d2 2 2 0+ + + + + + = .

2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ.

Ïîñêîëüêó ñôåðà ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî 
d = 0. Ïîäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷åê â ýòî óðàâíåíèå:
x y z ax by cz d2 2 2 0+ + + + + + = .

P 1
1

2
0; ; ;

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ K 0 1

1

2
; ; ;

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ F

1

2

1

2
1; ; ;

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
1

4
0

2
0

1
1

4 2
0

1

4

1

4
1

2 2
0

+ + + + =

+ + + =

+ + + + + =

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

a
b

b
c

a b
c

;

;

;

a
b

b
c

a b
c

+ + =

+ + =

+ + + =

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

2

5

4
0

2

5

4
0

2 2

3

2
0

;

;

.

Ðåøàåì ñèñòåìó, ïîëó÷èì: a = − 11

14
; b = − 13

14
; c = − 9

14
.

Óðàâíåíèå ñôåðû èìååò âèä:

x y z x y z2 2 2 11

14

13

14

9

14
0+ + − − − = .

x x y2 22
11

28

121

784
− ⋅ ⋅ + + −

y z z22
13

28

169

784
2

9

28

81

784

121

7
− ⋅ + + − ⋅ ⋅ + =

884

169

784

81

784
+ + ;

x y z−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =11

28

13

28

9

28

371

784

2 2 2

.

Çíà÷èò, R2 371

784
= ; R = =371

784

371

28
.

Îòâåò:
371

28
.

2. Îòâåò: 6.

x

y

z

B

CD

A1 B1

C1
D1

A(0;0;0)

K(0;1;  )1
2

F(  ;  ;1)1
2

1
2

P(1;  ;0)1
2

O
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5.6.3. Вектор. Модуль вектора. Равенство, 

сложение, умножение на число

1*. Íàéäèòå äëèíó âåêòîðà a AB= −3 ,  åñëè A 3 2 0; ;−( )
è B 5 0 1; ; .−( )

2*. Èçâåñòíî, ÷òî a = 11, b = 23, a b− = 30. Íàéäèòå
a b+ .

3*. Äàíû òî÷êè: A 8 2 5; ; ,−( ) B 2 3 7; ; ,( ) C −( )3 9 4; ; è

D m3 4; ; .( )  Ïðè êàêîì çíà÷åíèè m ðàâíû âåêòîðû AB

è DC ?

4*. Äàíû âåêòîðû a 1 1 1; ; −( ) è b 2 0 0; ; .( ) Íàéäèòå äëèíó âåê-

òîðà c a b= +2 3 . Îòâåò îêðóãëèòå äî äåñÿòûõ.

5*. Äàíî: a = 5; b = 12,  ïðè÷åì a b⊥ .  Íàéäèòå a b+ .

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà AB :

AB 5 3 0 2 1 0− − −( ) − −( ); ; ; AB 2 2 1; ; .−( )
Íàéäåì a AB= − = − −( ) = − −( )3 3 2 2 1 6 6 3; ; ; ; .

a a = −( ) + −( ) + = =6 6 3 81 9
2 2 2 .

Îòâåò: 9.

2. Íàéäåì ñóììó êâàäðàòîâ ìîäóëåé: a b− è a b+ :

a b a b a b a b

a ab b a ab b a b

− + + = −( ) + +( ) =

= − + + + + = +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 .

Çíà÷èò, a b a b a b− + + = +
2 2 2 2

2 2 .

Íàéäåì a b+
2

:

a b a b a b+ = + − − =
= ⋅ + ⋅ − = + − =

2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 11 2 23 30 242 1058 900 400.

Òîãäà a b+ = =400 20.
Îòâåò: 20.

3. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà AB :

AB = − − −( ) −( ) = −( )2 8 3 2 7 5 6 5 2; ; ; ; .

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà DC :

DC m m= − − − −( ) = − −( )3 3 9 4 4 6 5 4; ; ; ; .

Âåêòîðû ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ êîîðäèíàòû, ïîýòîìó
4 2− =m ; m = 2.
Îòâåò: 2.

4. Îòâåò: 8,4.

5. Îòâåò: 13.

Условие равенства
векторов

a x y b x y
JG G
( ; ) ( ; )1 1 2 2=

òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà x x
y y

1 2

1 2

=
={ ,

.

a x y z
b x y z

JG
G( ; ; )
( ; ; )
1 1 1

2 2 2

=
=

òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
x x
y y
z z

1 2

1 2

1 2

=
=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,
,
.

Сумма и разность двух 
векторов

Åñëè a x y
JG
( ; ),1 1

b x y
G
( ; ),2 2

a b
c x x y y

JG G
G + =

= + +( ; ),1 2 1 2

a b
d x x y y

JG G
JG − =

= − −( ; ).1 2 1 2

Åñëè a x y z
JG
( ; ; ),1 1 1

b x y z
G
( ; ; ),2 2 2  òî

a b
c x x y y z z

JG G
G + =

= + + +( ; ; ),1 2 1 2 1 2

a b
d x x y y z z

JG G
JG − =

= − − −( ; ; ).1 2 1 2 1 2

Умножение вектора 
на число

Åñëè a x y
JG
( ; ),1 1

òî λ λ λa b x y
JG G

= ( ; )1 1 .

Åñëè a x y z
JG
( ; ; ),1 1 1
òî 

λ λ λ λa b x y z
JG G

= ( ; ; )1 1 1 .
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День 92

5.6.4. Коллинеарные векторы. Разложение 

вектора по двум неколлинеарным

1*. Äàíû òî÷êè A 1 0 2; ; ;( ) B n3 5; ; ;( ) C 2 2 0; ;( ) è D m5 4; ; .( )
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ m è n âåêòîðû AB è CD  êîëëèíå-

àðíû? Â îòâåò çàïèøèòå m n⋅ .

2*. Âåêòîðû a  è λa êîëëèíåàðíû. Íàéäèòå λ λ >( )0 ,  åñëè

λa = 5,  à êîîðäèíàòû âåêòîðà a = −( )6 8; .

3*. Äàíû âåêòîðû a −( )1 1; ; b 1 1;( ) è c 1 2; .−( )  Íàéäèòå òàêèå

÷èñëà λ è μ,  ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî c a b= +λ μ .

Â îòâåò çàïèøèòå λ μ+ .

4*. Äàíû âåêòîðû a 1 0; ;( ) b 1 1;( )  è c −( )1 0; . Íàéäèòå òàêèå

λ è μ , ÷òîáû c a b= +λ μ . Â îòâåò çàïèøèòå λ μ+ .

5*. Ïðè êàêèõ m è n a b& , åñëè a m15 1; ;( ) è b n18 12; ; .( )
Â îòâåò çàïèøèòå m n⋅ .

1

2

3

4

5
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Ответы: 1. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ AB è CD :

AB x x y y z z n nB A B A B A= − − −( ) = − − −( ) = ( ); ; ; ; ; ; .3 1 0 5 2 2 3

CD x x y y z z m mD C D C D C= − − −( ) = − − −( ) = ( ); ; ; ; ; ; .5 2 4 2 0 3 2

Âåêòîðû íåíóëåâûå, ïî óñëîâèþ êîëëèíåàðíû, çíà÷èò, 
èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû äîëæíû áûòü ïðîïîðöèî-
íàëüíû:

2

3 2

3= =n
m

.

Ðåøèì ïðîïîðöèþ
2

3 2
= n

; n = ⋅ =2 2

3

4

3
;

2

3

3=
m

; m = ⋅ =3 3

2

9

2
;

n m⋅ = ⋅ =4

3

9

2
6.

Îòâåò: 6.

2. Åñëè âåêòîðû a è λa  êîëëèíåàðíû, òî êîîðäèíàòû ýòèõ 
âåêòîðîâ: a 6 8; −( )  è λ λ λa 6 8; .−( )
Íàéäåì λ λ λa = ( ) + −( )6 8

2 2
, à ïî óñëîâèþ λa = 5.  Ïîëó-

÷èì óðàâíåíèå: 36 64 52 2λ λ+ = ; 100 52λ = , êó 

λ > 0, òî 10 5λ = , λ = 0 5, .

Îòâåò: 0,5.

3. Åñëè a è b  — íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû (à îíè íåêîëëè-

íåàðíû, ò. ê.
− ≠1

1

1

1
), òî âåêòîð c ìîæíî ðàçëîæèòü ïî 

äâóì íåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì åäèíñòâåííûì îáðàçîì:

c a b= +λ μ ; 1 2 1 1 1 1; ; ; ;−( ) = −( ) + ( )λ μ

1 2; ; ;−( ) = −( ) + ( )λ λ μ μ  èëè − + +( ) = −( )λ μ λ μ; ; .1 2

Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà âåêòîðîâ ïîëó÷èì: 
− + =

+ = −
⎧
⎨
⎩

λ μ
λ μ

1
2
;
.

Ïîñêîëüêó â îòâåò íåîáõîäèìî çàïèñàòü λ + μ, òî äàííàÿ 

ñèñòåìà óðàâíåíèé äàåò îòâåò: λ + μ = −2.

Îòâåò: –2.

4. Îòâåò: –1.

5. Îòâåò: 12.

Условие коллинеарности
векторов

a x y
JG
( ; )1 1 è b x y

G
( ; )2 2

êîëëèíåàðíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x

x

y

y
1

2

1

2

= .

a x y z
JG
( ; ; )1 1 1

è b x y z
G
( ; ; )2 2 2  êîëëè-

íåàðíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

x

x

y

y

z

z
1

2

1

2

1

2

= = .
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5.6.5. Компланарные векторы. Разложение 

вектора по трем некомланарным

1*. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè n âåêòîðû a 1 1 2; ; ;−( ) b 0 2 3; ;( )
c n2 0; ;( ) êîìïëàíàðíû?

2*. Äàíû òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà a 3 2 1; ; ;−( )
b − −( )1 1 2; ; ; c 2 1 3; ; .−( ) Íàéäèòå ðàçëîæåíèå âåêòîðà 

d 11 6 5; ;−( ) ïî âåêòîðàì a , b, c : d a b c= + +λ μ ν . Â îò-
âåò çàïèøèòå λ μ ν+ + .

3*. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè m âåêòîðû a
3

7

1

2

3

4
; ; ;−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

b −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

2
6

4

3
; ;

è c m
9

8
1; ; −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

êîìïëàíàðíû?

4*. Äàíû òðè âåêòîðà a 0 0 1; ; ;( ) b 0 1 0; ; ;( ) c 1 1 1; ; .( ) Íàéäè-

òå ðàçëîæåíèå âåêòîðà m a b c= + +λ μ ν . m 1 2 3; ; .( )
âåò çàïèøèòå λ μ ν+ + .

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ïóñòü c a b= +λ μ ;

2 0 1 1 2 0 2 3; ; ; ; ; ; ;n( ) = −( ) + ( )λ μ

2 0 2 0 2 3; ; ; ; ; ; .n( ) = −( ) + ( )λ λ λ μ μ

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé: λ
λ μ
+ =

− + ={ 0 2
2 0

;
.

Îòñþäà λ = 2; μ = 1, òîãäà n = + = ⋅ + ⋅ =2 3 2 2 3 1 7λ μ
Îòâåò: 7.

2. Åñëè âåêòîðû íåêîìïëàíàðíû, òî âåêòîð d  ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ d a b c= + +λ μ ν  åäèíñòâåííûì 
îáðàçîì:

11 6 5 3 2 1 1 1 2 2 1 3; ; ; ; ; ; ; ; ;−( ) = −( ) + − −( ) + −( )λ μ ν

3 2 2 2 3 11 6 5λ λ λ μ μ μ ν ν ν; ; ; ; ; ; ; ; .−( ) + − −( ) + −( ) = −( )
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

3 2 11
2 6

2 3 5

λ μ ν
λ μ ν

λ μ ν

− + =
− + + = −

− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;
;

.

Ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì: λ ν+ =3 5;  ñëîæèì 
òðåòüå óðàâíåíèå ñ ïåðâûì, óìíîæåííûì ïî÷ëåííî íà –2:

+ − + − = −
− − =

⎧
⎨
⎩

− − = − + =

6 2 4 22
2 3 5

5 7 17 5 7 17

λ μ ν
λ μ ν

λ ν λ νèëè .

Ïîëó÷èì ñèñòåìó:
λ ν

λ ν
+ =

+ ={ 3 5
5 7 17

;
.

Ðåøèì åå ñïîñîáîì ïîäñòàíîâêè:

λ ν= −5 3 , 5 5 3 7 17−( ) + =ν ν ; 25 15 7 17− + =ν ν ;

− = −8 8ν ; ν = 1; λ = 2.

Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå:
− ⋅ + + = −2 2 1 6μ ; μ = −3.

λ μ ν+ + = − + =2 3 1 0.

Îòâåò: 0.
3. Îòâåò: −4,5.
4. Îòâåò: 4.

Åñëè âåêòîðû êîìïëà-
íàðíû, òî

c a b= +λ μ ,

ãäå λ μ2 2 0+ ≠ .
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День 94

5.6.6. Координаты вектора. Скалярное 

произведение. Угол между векторами

1*. Äàíû òî÷êè A 0 1 1; ; ,( ) B 1 1 2; ; ;( ) C 2 2 2; ;−( ) è D 2 3 1; ; .−( )
Íàéäèòå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè AB  è CD.

2*. Äàí êóá ABCDA B C D1 1 1 1 . Âû÷èñëèòå

óãîë ìåæäó BD1 è MA1, ãäå M — ñå-

ðåäèíà ðåáðà AD.

3*. Äàí +ABC . Íàéäèòå âíåøíèé óãîë ïðè âåðøèíå B, åñëè

B 2 1 1; ; ;− −( ) A 2 2 4; ; −( ) è C 3 1 2; ; .− −( )

1

2

C

D

B1 C1

D1
A1

A

B

M

3
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Ответы: 1. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ:

AB = − − −( )1 0 1 1 2 1; ; ; AB 1 0 1; ; .( )
CD 2 2 3 2 1 2− − + −( ); ; ; CD 0 1 1; ; .− −( )

cos ;AB CD
AB CD

AB CD

n( ) = ⋅
⋅

= ⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ −( )

+ + ⋅ + −( ) +

1 0 0 1 1 1

1 0 1 0 12 2 2 2 2 −−( )
=

= −
⋅

1
1

2 2

2

;

cos ; ;AB CDn( ) = − 1

2

AB CD; arccos arccos .
n( ) = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ = ° − = ° − ° = °1

2
180

1

2
180 60 120

Îòâåò

Критерии проверки решения: 2. Ðåøåíèå:

1 балл.
Определен угол между скре-
щивающимися прямыми, но
в решении сделаны ошибки 
или задача решена не полно-
стью.

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñ-
òåìó êîîðäèíàò ñ íà÷à-
ëîì â òî÷êå B. 
Îñü Ox ïîéäåò ïî ðåáðó 
AB, îñü Oy — ïî ðåá-
ðó BC è îñü Oz — ïî 
BB1.
Ïóñòü ðåáðî êóáà ðàâ-
íî 2a.
Ðàññìîòðèì âåêòîðû 
MA1 è BD1  â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàéäåì óãîë ìåæäó ýòèìè âåêòîðàìè.
Êîîðäèíàòû òî÷åê, çàäàþùèõ ýòè âåêòîðû, áóäóò
èìåòü âèä: B 0 0 0; ; ;( ) D a a a1 2 2 2; ; ;( ) M a a2 0; ;( )
è A a a1 2 0 2; ; .( ) Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ:

BD a a a1 2 2 2; ; ;( ) MA a a1 0 2; ; .−( )
2 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ.

Ìîäóëè âåêòîðîâ: BD a a a1

2 2 2
2 2 2= ( ) + ( ) + ( )

a a212 2 3= = . MA a a a a1
2 2 2 20 2 5 5= + −( ) + ( ) = = .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

BD MA a a a a a a1 1
22 0 2 2 2 2⋅ = ⋅ + ⋅ −( ) + ⋅ = .

Òîãäà cos ; ;BD MA
BD MA

BD MA

a

a a1 1
1 1

1 1

22

2 3 5

1

15

n( ) =
⋅

⋅
=

⋅
=

BD MA1 1

1

15
; arccos .

n( ) =

Îòâåò: arccos .
1

15

3. Îòâåò: 120.

x

y

z

C

A D

B1 C1

D1(2a;2a;2a)A1(2a;0;2a)

M(2a;a;0)

B(0;0;0)
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День 95

6.1. Элементы комбинаторики

6.1.1. Поочередный и одновременный выбор

1*. Â êèîñêå ïðîäàþòñÿ ðó÷êè 6 âèäîâ è òåòðàäè 5 âèäîâ.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ïàðó èç ðó÷êè
è òåòðàäè?

2*. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî
ñîñòàâèòü èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6, åñëè öèôðû â ÷èñëå íå
ïîâòîðÿþòñÿ.

3*. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò çàíÿòü ïåðâîå, âòîðîå è òðå-
òüå ìåñòà 8 ó÷àñòíèö ôèíàëüíîãî çàáåãà äèñòàíöèè 100 ì,
åñëè âñå ïîêàçàëè ðàçíîå âðåìÿ?

4*. Èìååòñÿ 4 ðàçíûõ êîíâåðòà áåç ìàðîê è 3 ðàçíûå ìàðêè.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü êîíâåðò è ìàðêó
äëÿ îòïðàâëåíèÿ ïèñüìà?

5*. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èçãîòîâèòü òðåõöâåòíûé
ôëàã ñ ãîðèçîíòàëüíûìè ïîëîñàìè, åñëè èìååòñÿ ìàòåðè-
àë 6 ðàçíûõ öâåòîâ?

6*. Èç 15 ó÷àñòíèêîâ ñîáðàíèÿ íàäî âûáðàòü ïðåäñåäàòåëÿ
è ñåêðåòàðÿ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ê êàæäîé èç 6 ðó÷åê ìîæíî âçÿòü ëþáóþ 
èç 5 òåòðàäåé. Ïîýòîìó ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïàðó 
«ðó÷êà-òåòðàäü» ìîæíî ñîñòàâèòü 6 5 30⋅ = ñïîñîáàìè.
Îòâåò: 30.

2. Äëÿ âûáîðà ôîðìóëû âûÿñíèì, ÷òî äëÿ ÷èñåë, êîòîðûå 
ìû áóäåì ñîñòàâëÿòü, ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ öèôð âàæåí. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîåäèíåíèå —  ðàçìåùå-
íèå èç 6 ýëåìåíòîâ ïî 3.

A6
3 6 5 4 120= ⋅ ⋅ = .

(Èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó

A n n n n kn
k = −( ) −( ) − +( )1 2 1... ,

ãäå An
k  — ðàçìåùåíèå èç n ýëåìåíòîâ ïî k.)

Îòâåò: 120.

3. Ó÷àñòíèöó, çàíÿâøóþ ïåðâîå ìåñòî, ìîæíî âûáðàòü ïî 
ôîðìóëå A8 8= ,  ò. å. 8 ñïîñîáàìè.
Ó÷àñòíèöó, çàíÿâøóþ âòîðîå ìåñòî, ìîæíî âûáðàòü óæå 
A7

1 7= ,  ò. å. ñåìüþ ñïîñîáàìè, à ó÷àñòíèöó, çàíÿâøóþ 
òðåòüå ìåñòî, — A6

1 6= , øåñòüþ ñïîñîáàìè. Ïî ïðàâèëó 
ïðîèçâåäåíèÿ çàíÿòü ïåðâîå, âòîðîå è òðåòüå ìåñòà ìîæíî 
8 7 6 336⋅ ⋅ =  ñïîñîáàìè.

Îòâåò: 336.

4. Îòâåò: 12.

5. Îòâåò: 120.

6. Îòâåò: 210.
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День 96

6.1.2. Формулы сочетаний и перестановок. Бином 

Ньютона

1*. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, êî-
òîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 0, 5, 7 è 9, åñëè öèôðû
â ÷èñëå íå ïîâòîðÿþòñÿ.

2*. Èç 10 òóðèñòîâ íàäî âûáðàòü 2 äåæóðíûõ. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

3*. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå ñòåïåíè áèíîìà 3 2
4

x y+( ) . Â îòâåò
çàïèøèòå êîýôôèöèåíò ïðè x y2 2.

4*. Êàòÿ ïîìíèò, ÷òî òåëåôîí ïîäðóãè îêàí÷èâàåòñÿ öèôðàìè
7, 3 è 5, íî íå ïîìíèò, â êàêîì ïîðÿäêå îíè ðàñïîëî-
æåíû. Óêàæèòå íàèáîëüøåå ÷èñëî âàðèàíòîâ, êîòîðûå åé
íàäî ïåðåáðàòü, ÷òîáû äîçâîíèòüñÿ ïîäðóãå.

5*. Ó÷åíèêó äàëè ñïèñîê èç 10 êíèã, êîòîðûå íàäî ïðî÷èòàòü
âî âðåìÿ êàíèêóë. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò âû-
áðàòü 7 êíèã?

6*. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè x2  â ðàçëîæåíèè áèíîìà 

x +( )2
5
.

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. Èç ÷åòûðåõ öèôð 0, 5, 7 è 9 ìîæíî ïîëó÷èòü P4 ïåðåñòà-
íîâîê. Ïåðåñòàíîâêè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ öèôðû 0, íå ÿâ-
ëÿþòñÿ çàïèñüþ ÷åòûðåõçíà÷íîãî ÷èñëà — èõ êîëè÷åñòâî 
P3.
Òîãäà êîëè÷åñòâî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ðàâíî

P P4 3 4 3 1 2 3 4 1 2 3 18− = − = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =! ! .

Îòâåò

2. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ íå ó÷èòûâàåòñÿ 
(äåæóðíûì íå âàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå èõ âûáåðóò), òî ñî-
îòâåòñòâóþùåå ñîåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç 10 ýëå-
ìåíòîâ ïî 2.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåì ôîðìóëó

C
n

k n kn
k =

−( )
!

! !
; C10

3 10

2 10 2

10 9

1 2
45=

−( ) = ⋅
⋅

=!

! !
.

Îòâåò

3. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ðàçëîæåíèÿ

a b a a b a b ab b+( ) = + + + +4 4 3 2 2 3 44 6 4 .

3 2

3 4 3 2 6 3 2 4 3 2 2

8

4

4 3 2 2 3 4

x y

x x y x y x y y

+( ) =

= ( ) + ( ) ⋅ + ( ) ⋅ ( ) + ( ) ( ) + ( ) =
= 11 108 2 54 4 12 8 16

81 216 216 96

4 3 2 3 4

4 3 2 2

x x y x y x y y
x x y x y
+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + =

= + + + xxy y3 416+ .

Ïðè x y2 2  êîýôôèöèåíò ðàâåí 216.
Îòâåò: 216.

4. Îòâåò: P3 = 6.

5. Îòâåò: C C10
7

10
3 120= = .

6. Îòâåò: 80.

Ïåðåñòàíîâêè èç n
ýëåìåíòîâ (ðàçëè÷à-
þòñÿ ïîðÿäêîì ñëåäî-
âàíèÿ ýëåìåíòîâ)

Pn =n !=1 ⋅2 ⋅3 ⋅ ... ⋅n,

ãäå Pn — êîëè÷åñòâî 
ïåðåñòàíîâîê.
0!= 1 («n !» ÷èòàþò: 
n ôà êòîðèàë)

Ðàçìåùåíèÿ èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî m (ðàçëè÷à-
þòñÿ èëè ïîðÿäêîì,
èëè ýëåìåíòàìè)

A n n

n m

n
n m

n
m = ⋅ − ⋅

⋅ − + =

=
−

( )

( )

!

( ) !

1

1

...
...

,

ãäå An
m  — êîëè÷åñòâî

ðàçìåùåíèé èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî m

Êîìáèíàöèè èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî m (ðàçëè-
÷àþòñÿ ëèøü ýëåìåí-
òàìè)

C

n n n m
m

n
m n m

A

P

n
m

n
m

m

=

=
− ⋅ ⋅ − +

⋅ ⋅ ⋅
=

=
−

=

( ) ... ( )

...

!

!( ) !
,

1 1

1 2

ãäå Cn
m — êîëè÷åñòâî 

êîìáè íàöèé èç n ýëå-

ìåíòîâ ïî m. Cn
0 1=
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День 97

6.2. Элементы статистики

6.2.1. Табличное и графическое представление 

данных

1. Íà äèàãðàììå ïîêàçàíî êîëè÷åñòâî 
ïîñåòèòåëåé ñàéòà «ÐÈÀ Íîâîñòè» â òå-
÷åíèå êàæäîãî ÷àñà 8 äåêàáðÿ 2009 
ãîäà. Ïî ãîðèçîíòàëè óêàçûâàåòñÿ 
íîìåð ÷àñà, ïî âåðòèêàëè — êîëè-
÷åñòâî ïîñåòèòåëåé ñàéòà çà äàííûé 
÷àñ. Îïðåäåëèòå ïî äèàãðàììå ðàç-
íîñòü íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî 
êîëè÷åñòâà ïîñåòèòåëåé çà ÷àñ.

2*. Êëèåíò õî÷åò àðåíäîâàòü àâòîìîáèëü íà ñóòêè äëÿ ïîåçä-
êè íà ðàññòîÿíèå 450 êì. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû õàðàêòå-
ðèñòèêè òðåõ àâòîìîáèëåé è ñòîèìîñòü àðåíäû. Êëèåíò
îáÿçàí îïëàòèòü òîïëèâî äëÿ àâòîìîáèëÿ. (Öåíà äèçåëüíî-
ãî òîïëèâà — 18 ðóá. çà ëèòð, áåíçèíà — 19 ðóá. çà ëèòð,
ãàçà — 9 ðóá. çà ëèòð.)

Àâòîìîáèëü Òîïëèâî
Ðàñõîä òîïëèâà íà 

100 êì (ëèòðîâ)
Àðåíäíàÿ ïëàòà 

çà ñóòêè

1 Äèçåëüíîå (18 ðóá./ë) 14 3400 ðóá.

2 Áåíçèí (19 ðóá./ë) 16 3000 ðóá.

3 Ãàç (9 ðóá./ë) 18 3200 ðóá.

Êëèåíò âûáèðàåò ñàìûé äåøåâûé âàðèàíò. Êàêóþ ñóììó
îí çàïëàòèò?

3. Íà äèàãðàììå (ñì. çàäà÷ó 1) ïîêàçàíî êîëè÷åñòâî ïîñåòè-
òåëåé ñàéòà «ÐÈÀ Íîâîñòè» â òå÷åíèå êàæäîãî ÷àñà 8 äå-
êàáðÿ 2009 ãîäà. Ïî ãîðèçîíòàëè óêàçûâàåòñÿ íîìåð ÷àñà,
ïî âåðòèêàëè — êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé ñàéòà çà äàííûé
÷àñ. Îïðåäåëèòå ïî äèàãðàììå, çà êàêîé ÷àñ íà ñàéòå «ÐÈÀ
Íîâîñòè» ïîáûâàëî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé.

4*. Ñòðîèòåëüíîé ôèðìå íàäî ïðèîáðåñòè 60 êóáîìåòðîâ áðó-
ñà ó îäíîãî èç ïîñòàâùèêîâ. Öåíû è óñëîâèÿ ïîñòàâêè
ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Ïîñ-
òàâùèê

Öåíà áðóñà 
(ðóá. çà 1 ì3)

Ñòîèìîñòü äî-
ñòàâêè (ðóá.)

Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

1 3500 10800

2 4000 8800 Ïðè çàêàçå íà ñóììó áîëåå
150 òûñ. ðóá. äîñòàâêà áåñïëàòíàÿ

3 3800 8800 Ïðè çàêàçå íà ñóììó áîëåå
200 òûñ. ðóá. äîñòàâêà áåñïëàòíàÿ

Êàêóþ ñóììó çàïëàòèò ñòðîèòåëüíàÿ ôèðìà, åñëè îíà 
âûáèðàåò íàèáîëåå äåøåâûé âàðèàíò?

t(÷àñ)0

êîë-âî, ÷åë.

10000

20000

30000

40000

50000

60000

70000

80000

2 84 6 18 2 1614 2018 2422

90000

1

2
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Ответы: 1. Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîñåòèòåëåé 
áûëî â 13 ÷àñîâ — 80 000, à íàèìåíüøåå â 3 ÷àñà, ò. å. 
10 000 ÷åëî âåê.
Ðàçíîñòü: 80 000 − 10 000 = 70 000
Îòâåò: 70 000.

2. Âû÷èñëèì ðàñõîäû êëèåíòà ïî êàæäîìó âèäó àâòîìîáèëÿ.
1-é àâòîìîáèëü:
450

100
14 18 3400 4534

êì

 êì
ë ðóá./ë  ðóá ðóá.⋅ ⋅ + =.

2-é àâòîìîáèëü:
450

100
16 19 3000 4368

êì

êì
ë ðóá ë ðóá  ðóá.⋅ ⋅ + =./ .

3-é àâòîìîáèëü:

450

100
18 9 3200 3929

êì

êì
ë ðóá ë ðóá  ðóá⋅ ⋅ + =./ . .

Îòâåò: 3929.

3. Îòâåò: 3.

4. Îòâåò: 220 800.
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День 98

6.2.2. Числовые характеристики рядов данных

1*. Äåâî÷êè 11 êëàññà íà óðîêå ôèçêóëüòóðû ïðè ïðûæêàõ
â âûñîòó ïîêàçàëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: 90, 125, 125,
130, 130, 135, 135, 135, 140, 140, 140, 140.
Íàéäèòå ìîäó ýòîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ.

2*. Íàéäèòå ìåäèàíó ñîâîêóïíîñòè âûáîðêè, ïðåäñòàâëåííîé
â çàäà÷å 1.

3*. Íàéäèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ðÿäà äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ
â çàäà÷å 1.

4*. Íàéäèòå ðàçìàõ çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ, ïðåäñòàâ-
ëåííûõ â çàäà÷å 1.

5*. Ïîñëå ëåòíèõ êàíèêóë ïðîâåëè îïðîñ 9 ìàëü÷èêîâ î êî-
ëè÷åñòâå êíèã, ïðî÷èòàííûõ èìè çà êàíèêóëû. Ïîëó÷èëè
ðÿä ÷èñåë:

5, 3, 3, 4, 6, 4, 4, 7, 4. 

Íàéäèòå ìîäó ýòîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ.

6*. Íàéäèòå ìåäèàíó ñîâîêóïíîñòè âûáîðêè, ïðåäñòàâëåííîé
â çàäà÷å 5.

1

2

3

4

5

6
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Ответы: 1. Ïîýòîìó äëÿ ýòîãî ðÿäà ìîäà ðàâíà 140.
Îòâåò: 140.

2. Äàííàÿ ñîâîêóïíîñòü èìååò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ïî-
ýòîìó ìåäèàíîé äîëæíî áûòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷è-
ñåë 135 è 135; î÷åâèäíî, ÷òî ýòî è áóäåò ÷èñëî 135.
Îòâåò: 135.

3. Ñðåäíèì çíà÷åíèåì áóäåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çàäàí-
íîé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ:

90 125 2 130 2 135 3 140 4

12
130 4

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ≈ , .

Îòâåò: 130,4.

4. Ðàçìàõ — ýòî ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíü-
øèì çíà÷åíèÿìè, ò. å. 140 90 50− = .
Îòâåò: 50.

5. Îòâåò: 4.

6. Îòâåò: 4.

Ìîäà — ýòî çíà÷åíèå 
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, 
âñòðå÷àþùåå ñÿ ÷àùå 
îñòàëüíûõ.

Ìåäèàíà — ýòî òàê íà-
çûâàåìîå ñåðåäèííîå 
çíà÷åíèå óïîðÿäî÷åí-
íîãî ðÿäà çíà÷åíèé 
ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Åñëè êîëè÷åñòâî 
÷èñåë â ðÿäó íå÷åò-
íîå, òî ìåäèàíà — ýòî 
÷èñëî, çàïèñàííîå ïî-
ñåðåäèíå; åñëè ÷åò-
íîå, òî ìåäèàíà — ýòî 
ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñ-
êîå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿ-
ùèõ ïîñåðåäèíå.
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День 99

6.3. Элементы теории вероятностей

6.3.1. Вероятности событий

1*. Â ëîòåðåå 30 âûèãðûøíûõ áèëåòîâ è 270 áèëåòîâ áåç âû-
èãðûøà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïåðâûé ïðèîáðåòåííûé
áèëåò áóäåò âûèãðûøíûì?

2*. Â êîðîáêå ëåæàò ðàçíîöâåòíûå øàðû: 40 êðàñíûõ, 20 áå-
ëûõ, îñòàëüíûå — ÷åðíûå. Ñêîëüêî ÷åðíûõ øàðîâ â êî-
ðîáêå, åñëè âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñëó÷àéíûì îáðàçîì ÷åð-

íîãî øàðà P ÷( ) = 1

3
?

3*. Äâà îõîòíèêà ñòðåëÿþò îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü
îäíîãî — 0,7, äðóãîãî — 0,9. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî õîòÿ áû îäèí ñòðåëîê ïîïàë â öåëü.

4*. Èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 20 ó÷åíèê íàóãàä íàçûâàåò
îäíî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äå-
ëèòåëåì ÷èñëà 20?

5*. Â ìàñòåðñêîé òðè ñòàíêà. Çà ðàáî÷óþ ñìåíó èç ñòðîÿ âû-
õîäèò íå áîëåå îäíîãî. Ïåðâûé âûõîäèò èç ñòðîÿ ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 0,15, âòîðîé — ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,05, à òðåòèé
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,1. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ñìå-
íó íè îäèí ñòàíîê íå âûéäåò èç ñòðîÿ.

1

2

3

4

5



216

Ответы: 1. Îáùåå êîëè÷åñòâî áèëåòîâ — 300. Ïîñêîëüêó èç íèõ òîëü-
êî 30 âûèãðûøíûå, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé ïðè-
îáðåòåííûé áèëåò áóäåò  âûèãðûøíûì:

P A( ) = = =30

300

1

10
0 1, .

Îòâåò: 0,1.

2. Ïóñòü â êîðîáêå ëåæèò x ÷åðíûõ øàðîâ, òîãäà îáùåå êî-
ëè÷åñòâî øàðîâ: 40 20 60+ + = +x x.

Âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü ÷åðíûé øàð —
1

3
, òîãäà

P
x

x
÷( ) =

+
=

60

1

3
; 3 60x x= + ; x = 30.

Îòâåò: 30.

3. Ïóñòü ñîáûòèå A1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûé ñòðåëîê ïî-

ïàë â öåëü, ò. å. P A1 0 7( ) = , , à ñîáûòèå A1 — â òîì, ÷òî 

îí íå ïîïàë â öåëü, ò. å. P A1 0 3( ) = , . Àíàëîãè÷íî 

P A2 0 9( ) = , è P A2 0 1( ) = , .

Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ñòðåëêà íå ïîïàëè 
â öåëü: 

P A P A P A( ) = ( ) ⋅ ( ) = ⋅ =1 2 0 3 0 1 0 03, , , ,

à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí ïîïàë â öåëü:

P B P A( ) = − ( ) = − =1 1 0 03 0 97, , .

Îòâåò: 0,97.

4. Îòâåò: 0,3.

5. Îòâåò: 0,7.

Теоремы сложения вероятностей

Теоремы умножения вероятностей

⋅⋅
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День 100

6.3.2. Примеры использования вероятности 

и статистики для прикладных задач

1*. Ñðåäè îäíîòèïíûõ äåòàëåé, âûïóñêàåìûõ â öåõó, 1 % áðà-
êîâàííûõ. Ñðåäè êà÷åñòâåííûõ äåòàëåé — 40 % äåòàëåé
âûñøåãî ñîðòà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âçÿ-
òàÿ äåòàëü áóäåò âûñøåãî ñîðòà?

2*. Ìîëîêîçàâîä âûïóñêàåò ìîëîêî ðàçíîé æèðíîñòè. Â ïðî-
äóêòîâûõ ìàãàçèíàõ ãîðîäà ïðîèçâåëè îïðîñ 50 ïîêóïàòå-
ëåé î òîì, êàêîé æèðíîñòè ìîëîêî îíè ïîòðåáëÿþò. Ðå-
çóëüòàòû îïðîñà ïðåäñòàâèëè â òàáëèöå:

Æèðíîñòü 
ìîëîêà â %

0 0,5 1 1,5 2,5 3,5 5

×àñòîòà 10 6 4 5 12 7 6

Çàâîä äîëæåí âûïóñêàòü 2000 ë ìîëîêà åæåäíåâíî. Ñêîëü-
êî ìîëîêà æèðíîñòüþ 2,5 % åìó íåîáõîäèìî âûïóñêàòü?

3*. Èñïîëüçóÿ òàáëèöó ê çàäà÷å 2, âûÿñíèòå, ñêîëüêî ìîëîêà 
æèðíîñòüþ 5 % íåîáõîäèìî âûïóñêàòü ìîëîêîçàâîäó.

4*. Ïðèáîð âûõîäèò èç ñòðîÿ, åñëè âûõîäèò èç ñòðîÿ õîòÿ áû
îäèí èç òðåõ åãî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ëîìàþòñÿ ñ âåðîÿò-
íîñòÿìè 0,1; 0,2 è 0,3 íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà íà ïðî-
òÿæåíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî âðåìåíè ïðèáîð áóäåò ðàáîòàòü.

1

2

3

4
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Ответы: 1. Ïóñòü ñîáûòèå A ñîñòîèò â òîì, ÷òî äåòàëü íåáðàêîâàííàÿ, 
à ñîáûòèå B — â òîì, ÷òî äåòàëü âûñøåãî ñîðòà. Òîãäà 
ñîáûòèå A/B — âûáðàëè êà÷åñòâåííóþ äåòàëü âûñøåãî 
ñîðòà.
Âûáîð îäíîé äåòàëè — ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ. Ïî-
ñêîëüêó 1 % äåòàëåé áðàêîâàííûõ, òî 99 % — êà÷åñòâåí-
íûõ è P A( ) = 0 99, . Ñðåäè êà÷åñòâåííûõ äåòàëåé 40 % 
âûñ øåãî ñîðòà, P BA

( ) = 0 4, .  Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü 
P A B P A P BA/ , , , .( ) = ( ) ⋅ ( ) = ⋅ =0 99 0 4 0 396

Îòâåò: 0,396.

2. Áóäåì ñ÷èòàòü âûáîðêó îáúåìîì n = 50 ðåïðåçåíòàòèâ-
íîé. Òîãäà â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåìîì 2000 ë 
êîëè÷åñòâî ìîëîêà êàæäîé æèðíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíî 
êîëè÷åñòâó ïîêóïàòåëåé, êîòîðûå ïîòðåáëÿþò ìîëîêî ýòîé 
æèðíîñòè. Èòàê, ÷àñòîòà ïîêóïêè ìîëîêà æèðíîñòè 2,5 % 

ðàâíà 12, òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà
12

50

6

25
= . Çíà÷èò, 

ìîëîêà ýòîé æèðíîñòè íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè 

2000
6

25
480⋅ =  ë.

Îòâåò: 480.

3. Îòâåò: 240.

4. Îòâåò: 0,504.
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ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 21

Часть 1 

Ответом к заданиям этой части (В1—В12) является целое число или конечная
десятичная дробь. Ответ следует записать в бланк ответов № 1 справа от
номера соответствующего задания, начиная с первой клеточки, без пробелов.
Каждую цифру, знак минус и запятую пишите в отдельной клеточке в соот-
ветствии с приведенными в бланке образцами. Единицы измерения писать
не нужно.

В1. Äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ ìàðèíîâàííûõ îãóðöîâ íà 1 ë âîäû
òðåáóåòñÿ 12 ã ëèìîííîé êèñëîòû. Õîçÿéêà ãîòîâèò äâå
òðåõëèòðîâûå áàíêè ìàðèíàäà. Â ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ
ïà÷êè ëèìîííîé êèñëîòû ïî 10 ã. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñ-
ëî ïà÷åê äîñòàòî÷íî êóïèòü õîçÿéêå äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ
ìàðèíàäà? 

В2. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíî èçìåíåíèå ñðåäíåé äíåâíîé òåìïåðà-
òóðû â Áàðíàóëå â ïåðèîä ñ 16 ïî 29 ñåíòÿáðÿ 1959 ã. 

16

14

12

10

8

6
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

t °C

ã. Áàðíàóë, ñåíòÿáðü, 1959

Îïðåäåëèòå ïî ãðàôèêó ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøåé è íàè-
ìåíüøåé ñðåäíåé äíåâíîé òåìïåðàòóðîé çà óêàçàííûé ïå-
ðèîä. 

В3. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ 6 2166 2− =x .

В4. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C ðàâåí

90°, BC = 15 , sin ∠ =A
5

13
. Íàéäè-

òå äëèíó ñòîðîíû AC. 

1 Òðåíèðîâî÷íûé òåñò ¹ 2 ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèîííûì âàðèàíòîì
ÊÈÌ ÅÃÝ 2011 ã. (www.fipi.ru).

В1

В2

В3

В4

A

B

CA

B

C
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В5. Äëÿ ñòðîèòåëüñòâà êîòòåäæà íóæíî ïðèîáðåñòè 35 ì3 áðó-
ñà ó îäíîãî èç òðåõ ïîñòàâùèêîâ. Öåíû è óñëîâèÿ äîñòàâ-
êè ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Ñêîëüêî ðóáëåé ïðèäåòñÿ çàïëà-
òèòü çà ñàìóþ äåøåâóþ ïîêóïêó ñ äîñòàâêîé?

Ïîñ-
òàâ-
ùèê

Ñòîèìîñòü 
áðóñà 

(ðóá. çà
1 ì3)

Ñòîèìîñòü 
äîñòàâêè 

(ðóá.)
Äîïîëíèòåëüíûå 

óñëîâèÿ

À 4 350 2 000 Ïðè çàêàçå íà ñóììó
áîëüøå 150 000 ðóá.
äîñòàâêà áåñïëàòíàÿ

Á 4 300 6 000 Ïðè çàêàçå íà ñóììó
áîëüøå 150 000 ðóá.
äîñòàâêà áåñïëàòíàÿ

Â 4 250 4 900

В6. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà,
èçîáðàæåííîãî íà êëåò÷àòîé áóìàãå
ñ ðàçìåðîì êëåòêè 1 ñì × 1 ñì (ñì.
ðèñóíîê). Îòâåò äàéòå â êâàäðàòíûõ
ñàíòèìåòðàõ.

В7. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 

3 2
6 3

tg
π π+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

sin .

В8. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí
ãðàôèê äâèæåíèÿ ñàìî-
ëåòà ïî ìàðøðóòó. Ïî 
ãîðèçîíòàëüíîé îñè îò-
êëàäûâàåòñÿ âðåìÿ, ïî 
âåðòèêàëüíîé — ïðîé-
äåííîå ðàññòîÿíèå.
Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì, íàéäè-
òå ñðåäíþþ ñêîðîñòü ñàìîëå-
òà íà âñåì ìàðøðóòå. Îòâåò
äàéòå â êèëîìåòðàõ â ÷àñ. 

В9. Çàêðûòûé ñîñóä â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà 
ñ ðåáðàìè 30, 40 è 45 ñì ñòîèò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî íàèìåíüøàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ 
äíîì. Â ñîñóä íàëèëè âîäó äî óðîâíÿ 36 ñì. Íà êàêîì 
óðîâíå îêàæåòñÿ âîäà, åñëè ñîñóä ïîñòàâèòü íà íàèáîëü-
øóþ ãðàíü? Îòâåò äàéòå â ñàíòèìåòðàõ.

В5

В6

1 ñì1 ñì

В7

В8

В9
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В10. Àâòîìîáèëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü çàùèùåíà ïðåäîõðà-
íèòåëåì, êîòîðûé ïëàâèòñÿ, åñëè ñèëà ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç
íåãî òîêà ïðåâûøàåò 30 À. Íîìèíàëüíîå íàïðÿæåíèå
â öåïè U = 12 Â. Ñèëà òîêà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

I
W
U

= , ãäå W — ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü âñåõ âêëþ÷åííûõ

ýëåêòðîïðèáîðîâ (â âàòòàõ). Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ ñóì-
ìàðíóþ ìîùíîñòü, ïðè êîòîðîé ñèëà òîêà â ýòîé öåïè íå
ïðåâûøàåò äîïóñòèìîå çíà÷åíèå. Îòâåò äàéòå â âàòòàõ. 

В11. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ log ( ) log ( )3 35 3 2x x+ + − = .

В12. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè
33 êì, âûåõàë òðàêòîð, à ÷åðåç 1 ÷àñ 36 ìèíóò âñëåä çà 
íèì âûåõàë àâòîìîáèëü, ñêîðîñòü êîòîðîãî íà 40 êì/÷
áîëüøå, ÷åì ñêîðîñòü òðàêòîðà. Â ïóíêò Â òðàêòîð è àâòî-
ìîáèëü ïðèáûëè îäíîâðåìåííî. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü òðàê-
òîðà. Îòâåò äàéòå â êì/÷. 

Часть 2 

Для записи решений и ответов на задания С1—С6 используйте бланк ответов
№ 2. Запишите сначала номер выполняемого задания (С1, С2 и т. д.), а затем
полное обоснованное решение и ответ.

С1. Ðåøèòå ñèñòåìó 

( ) cos ,
sin .
2 5 3 02x x y

y x
− − =
=

⎧
⎨
⎩

С2. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 íàé-
äèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ AA1C è ïðÿìîé A1B, åñëè
AA1 = 3, AB = 4, BC = 4.

С3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 
log

log
log2

2
2

5

1 2
2

x

x
x

−
−

.

С4. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òî÷êà D òàê,
÷òî BD : DC = 1 : 2. Ìåäèàíà CE ïåðåñåêàåò îòðåçîê AD
â òî÷êå F. Êàêóþ ÷àñòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ñî-
ñòàâëÿåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AEF. 

C5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ãðàôèê
ôóíêöèè

f x x x x x a( ) = − + − − + −2 23 2 5 4 .

ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ ìåíåå ÷åì â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

C6. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n, ÿâëÿþùèåñÿ

ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ 2 3 1m n− = . 

В10

В11

В12
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Ответы к тренировочному тесту № 2

¹ 
çàäàíèÿ Îòâåò ¹

çàäàíèÿ Îòâåò

Â1 8 Â7 3,5
Â2 9 Â8 400
Â3 1,5 Â9 24
Â4 36 Â10 360
Â5 150500 Â11 4
Â6 14 Â12 15

¹ 
çàäàíèÿ Îòâåò

Ñ1 ( ) ; ,− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

k k
π π − − +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1

2 6
2;

π πk , k Z∈

Ñ2
arcsin

2 2

5
Ñ3

0
1

2
< x , 2 324< x

Ñ4 0,1

Ñ5 a −2 ; a 0

Ñ6 m = 2, n = 1

В1. Âñåãî íóæíî ìàðèíàäà: 2 ⋅ 3 ë = 6 ë. Äëÿ 6 ë ìàðèíàäà ïîò-
ðåáóåòñÿ: 6 ⋅ 12 = 72 ã ëèìîííîé êèñëîòû. Äëÿ ýòîãî íóæíî: 
72 : 10 = 7,2 ïà÷êè. Íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî ïà÷åê — 8.

В2. Êàê âèäíî èç ãðàôèêà, íàèáîëüøàÿ òåìïåðàòóðà — 16 °C, 
íàèìåíüøàÿ — 7 °C. Ðàçíîñòü ìåæäó íèìè: 16 − 7 = 9 °C.

В3. 6 2166 2− =x , 6 66 2 3− =x , 6 2 3− =x , 2 6 3x = − , 

x = − =6 3

2
1 5,

В4. sin ∠ =A
BC
AB

, ïîýòîìó AB
BC

A
=

∠
= = ⋅ =

sin

15
5

13

3 13 39 .

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà: AB AC BC2 2 2= + . Òîãäà

AC AB BC= − = − = − + =2 2 2 239 15 39 15 39 15( )( )

= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =24 54 4 6 9 6 2 6 3 36 .

В5. Âû÷èñëèì ñòîèìîñòü êàæäîé ïîêóïêè ñ äîñòàâêîé.
À: 35 ⋅ 4350 = 152 250, 152 250 > 150 000 — äîñòàâêà áåñ-
ïëàòíàÿ.
Á: 35 ⋅ 4300 = 150 500, 152 250 > 150 000 — äîñòàâêà áåñ-
ïëàòíàÿ.
Â: 35 ⋅ 4250 = 148 750, äîñòàâêà — 4900, âñåãî â ñóììå: 
148 750 + 4900 = 153 650.

8 В1

9 В2

1,5 В3

36 В4

150500 В5
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В6. Ïëîùàäü îäíîé êëåòêè 1 ñì2. Ðàçäå-
ëèì íàøó ôèãóðó íà 3. Âñïîìíèì,
÷òî äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíèêà äåëèò
åãî íà äâà ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà.
Òîãäà ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà 1:
S1 = 4 : 2 = 2 ñì2, ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà 3: S3 = 16 : 2 = 8 ñì2. Ïëîùàäü
ïðÿìîóãîëüíèêà 2: S2 = 4 ñì2. Ñóì-
ìèðóåì ïëîùàäè âñåõ ôèãóð: 
S = 2 + 8 + 4 = 14 ñì2.

В7. tg
π
6

1

3
= , sin

π
3

3

2
= . Ïîäñòàâëÿåì â íàøå âûðàæåíèå: 

3 2
1

3

3

2
2

3

3

3 3

2
2

3

2
3 5+

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= + = + = ,

В8. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü v
S
t

= . Ïî ãðàôèêó îïðåäåëÿåì, ÷òî

S = 2400 êì, à âðåìÿ t = 6 ÷. v = =2400

6
400  êì/÷.

В9. Îáúåì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà V abc= . Íà-
èìåíüøàÿ ãðàíü ñ ðåáðàìè 30 è 40 ñì. Îáúåì æèäêîñòè,
êîòîðóþ íàëèëè: V = ⋅ ⋅ =30 40 36 43200 . Íàèáîëüøàÿ
ãðàíü ñ ðåáðàìè 45 è 40 ñì. Òàê êàê îáúåì æèäêîñòè íå
ìåíÿëñÿ, òî èç ðàâåíñòâà îáúåìîâ îïðåäåëèì âûñîòó æèä-

êîñòè: 43200 40 45= ⋅ ⋅ x , x =
⋅

=43200

40 45
24 .

В10. W I U= ⋅ , W = ⋅ =30 12 360 Âò.

В11. log ( ) log ( )3 35 3 2x x+ + − = . Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ:

x
x

+ >
− >{ 5 0

3 0
,
,

x
x

> −
>{ 5

3
,

,
x > 3.

log ( )( ) log3 3
35 3 2x x+ −[ ] = , ( )( )x x+ − =5 3 23 ,

x x x2 5 3 15 9+ − − = , x x2 2 24 0+ − = .

D = − ⋅ ⋅ − = + =4 4 1 24 4 96 100( ) , 

x1

2 10

2
4= − + = , x2

2 10

2
6= − − = − .

В12. Ïóñòü ñêîðîñòü òðàêòîðà x êì/÷, òîãäà ñêîðîñòü àâòîìîáè-
ëÿ — 40 êì/÷.

14 В6

1 ñì

1
2

3

1 ñì

1
2

3

3,5 В7

400 В8

24 В9

360 В10

4 В11

15 В12
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Ñîñòàâèì òàáëèöó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è:

v (êì/÷) t (÷àñ) S (êì)

Òðàêòîð x
33

x
33

Àâòîìîáèëü x +40
33

40x +
33

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è òðàêòîð âûåõàë íà 1 ÷ 36 ìèí, ò. å.  

1
36

60
1

6

10
1 6= = , ÷àñà ðàíüøå, ò. å îí ïîòðàòèë âðåìåíè 

áîëüøå, ÷åì àâòîìîáèëü, íà 1,6 ÷àñà. 

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: 
33 33

40
1 6

x x
−

+
= , .

Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé ýòî-

ãî óðàâíåíèÿ:
x
x

≠
≠ −{ 0

40
,

.
 (Â çíàìåíàòåëå äðîáè íå ìîæåò 

ñòîÿòü íîëü.) Óìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ 
íà x x( )+ 40 . Ïîëó÷èì:

33 40 33 1 6 40( ) , ( )x x x x+ − = + .

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå:

33 33 40 33 1 6 1 6 40 02x x x x+ ⋅ − − − ⋅ =, ,

1 6 1 6 40 33 40 02, ,x x+ ⋅ − ⋅ = . 

Ðåøèì ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå:

D = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =
= ⋅ ⋅ ⋅

( , ) , ( ) , ( , )
(

1 6 40 4 1 6 33 40 1 6 40 1 6 40 4 33
16 4 4 1

2

,, ) ( )6 10 33 16 16 16 33 16 16 49⋅ + = ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅

x1 2

1 6 40 16 16 49

2 1 6

1 6 40 16 7

2 1 6,

,

,

,

,
= − ⋅ ± ⋅ ⋅

⋅
= − ⋅ ± ⋅

⋅
=

1 6 40 70

2

, ( )= − ±
⋅11 6

40 70

2
20 35

,

( )
( )= − ± = − ± x1 15= , x2 55= − .

Òàê êàê ñêîðîñòü íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, òî âòîðîå 
ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Критерии проверки решения: C1. Ðåøåíèå:

1 балл.
Верно определены корни 
уравнений, но или не произ-
веден отбор найденных ре-
шений, или допущены ошиб-
ки в отборе.

Åñëè cos y = 0 , òî y k k Z= + ∈π π
2

,  , ïðè ýòîì èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî x k= −( )1 .

Åñëè cos y > 0 , òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì: x = 3

èëè x = − 1

2
.

Ïðè x = 3  âòîðîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé,

à ïðè x = − 1

2
, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå cos y > 0 , ïîëó÷àåì:

y k= − +π π
6

2 , k Z∈ .
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Îòâåò: ( ) ; ,− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

k k
π π − − +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1

2 6
2;

π πk , k Z∈ .
2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ

C2. Ðåøåíèå: Критерии проверки решения:

Èç òî÷êè B ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð BH ê AC. A1H —
ïðîåêöèÿ A1B íà ïëîñêîñòü AA1C. Çíà÷èò, íóæíî íàéòè
óãîë BA1H. 
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 

ABC íàõîäèì: BH = 2 2 .
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 
A1AB11  íàõîäèì: A B1 5= .
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå 
A1HB íàõîäèì:

sin ∠ = =A
BH
A B1

1

2 2

5
.

1 балл.
Способ нахождения искомого
угла правильный, но получен
неверный ответ или решение
не закончено

Îòâåò: arcsin
2 2

5
.

2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ

C3. Ðåøåíèå: Критерии проверки решения:

Ñäåëàåì çàìåíó: y x= log2 . Ïîëó÷àåì:

y
y

y
−

−
5

1 2
2 ; 

4 5

2 1
0

2y y
y
− −

−
;

( )( )y y
y

+ −
−

1 4 5

2 1
0 .

Òîãäà y −1 èëè
1

2

5

4
< y . Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó:

log ,

, log , ;
2

2

1

0 5 1 25

x
x

−
<

⎡

⎣
⎢

0
1

2
2 324

<

<

⎡

⎣

⎢
⎢

x

x

,

.

1 балл.
Сделана верно замена пере-
менной, но получен невер-
ный ответ или решение не
закончено

Îòâåò: 0
1

2
< x , 2 324< x .

2 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ

C4. Ðåøåíèå: Критерии проверки решения:

Âîçüìåì òî÷êó K íà AB òàê, ÷òî DK EC& . Åñëè BK = x,
òî KE = 2x è EA = EB = 3x. Çíà÷èò,

S S S S SAEF AED ABD ABC ABC= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ = ⋅ ⋅ =3

5

9

25

5

6

9

25

5

6

1

3

1

10

2

1 балл.
Получен правильный ответ.
Решение в целом верное, но
либо недостаточно обосно-
ванное, либо содержит вы-
числительные погрешности

Îòâåò: 0,1. 2 балла.
Обоснованно получен пра-
вильный ответ

A

C

B

C
1

A
1

B
1

D

D
1

H
A

C

B

C
1

A
1

B
1

D

D
1

H
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Критерии проверки решения: C5. Ðåøåíèå:

1 балл.
Получен правильный ответ. 
Решение в целом верное, но
либо недостаточно обосно-
ванное, либо содержит вы-
числительные погрешности

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

g x x x x x( ) = − + − − +2 23 2 5 4 .
Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â äâóõ èëè
ìåíåå òî÷êàõ, åñëè óðàâíåíèå g(x) = a èìååò ìåíåå òðåõ
ðàçëè÷íûõ êîðíåé. 
Åñëè x 1  èëè x 4 , òî

x x x x2 25 4 5 4− + = − +
è g x x( ) = −2 2 .
Åñëè 1 4< <x , òî 

x x x x2 25 4 5 4− + = − + −

è g x x x( ) = − +2 8 62 . 

Ãðàôèê ôóíêöèè g(x)
ñîñòîèò èç äâóõ ëó÷åé 
è äóãè ïàðàáîëû. Íà ðè-
ñóíêå âèäíî, ÷òî óðàâíå-
íèå g(x) = a èìååò ìåíåå 
òðåõ êîðíåé, òîëüêî åñëè 
a g( )2  èëè a g( )1 . 

g( )2 2= − ; g( )1 0= .

2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ

Îòâåò: a −2 ; a 0 .

Критерии проверки решения: С6. Ðåøåíèå:

1 балл.
Получен правильный ответ. 
Решение в целом верное, но
либо недостаточно обосно-
ванное, либо содержит вы-
числительные погрешности

Ïðè ëþáîì k ÷èñëî 3 12k +  äàåò îñòàòîê 2, à ÷èñ-
ëî 3 12 1k− + — îñòàòîê 4 ïðè äåëåíèè íà 8. Çíà÷èò,
3 1 2n m+ = , òîëüêî åñëè m = 1 èëè m = 2 (åñëè m 3 ,
òî 2m äåëèòñÿ íà 8 áåç îñòàòêà).
Åñëè  m = 1, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 3 1n = , ðåøåíèåì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íå íàòóðàëüíîå ÷èñëî 0. 
Åñëè m = 2, òî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 3 3n = , êîòîðîå èìå-
åò íàòóðàëüíîå ðåøåíèå n = 1.

2 балла.
Обоснованно получен вер-
ный ответ

Îòâåò: m = 2, n = 1.



231

СОДЕРЖАНИЕ

ПРЕДИСЛОВИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

ДЕНЬ 1  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

АЛГЕБРА

1.1. ×èñëà, êîðíè è ñòåïåíè
1.1.1. Öåëûå ÷èñëà
1.1.2. Ñòåïåíü ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì

ДЕНЬ 2  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.1.3. Äðîáè, ïðîöåíòû, ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

ДЕНЬ 3  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.1.4. Ñòåïåíü ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì

ДЕНЬ 4  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.1.5. Êîðåíü ñòåïåíè n>1 è åãî ñâîéñòâà

ДЕНЬ 5  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1.1.6. Ñòåïåíü ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì 
è åå ñâîéñòâà
1.1.7. Ñâîéñòâà ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì
ïîêàçàòåëåì

ДЕНЬ 6  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2. Îñíîâû òðèãîíîìåòðèè
1.2.1. Ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ è êîòàíãåíñ
ïðîèçâîëüíîãî óãëà

ДЕНЬ 7  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.2.2. Ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà. Ñèíóñ, êîñèíóñ, 
òàíãåíñ è êîòàíãåíñ óãëà

ДЕНЬ 8  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.2.4. Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà

ДЕНЬ 9  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.2.5. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ

ДЕНЬ 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.2.6. Ñèíóñ, êîñèíóñ è òàíãåíñ ñóììû
è ðàçíîñòè äâóõ óãëîâ
1.2.7. Ñèíóñ è êîñèíóñ äâîéíîãî óãëà.

ДЕНЬ 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.3. Ëîãàðèôìû
1.3.1. Ëîãàðèôì ÷èñëà
1.3.2. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî, 
ñòåïåíè. Äåñÿòè÷íûé è íàòóðàëüíûé 
ëîãàðèôìû. ×èñëî e.



232

ДЕНЬ 12  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.4. Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé
1.4.1. Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé, âêëþ÷àþùèõ
àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè

ДЕНЬ 13  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.4.2. Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé, âêëþ÷àþùèõ
îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü

ДЕНЬ 14  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.4.3. Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé, âêëþ÷àþùèõ
êîðíè íàòóðàëüíîé ñòåïåíè

ДЕНЬ 15  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.4.4. Ïðåîáðàçîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
âûðàæåíèé

ДЕНЬ 16  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

1.4.5. Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé, âêëþ÷àþùèõ
îïåðàöèþ ëîãàðèôìèðîâàíèÿ
1.4.6. Ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) ÷èñëà

ДЕНЬ 17  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.1. Óðàâíåíèÿ
2.1.1. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 18  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.1.2. Ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 19  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.1.3. Èððàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 20  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.1.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 21  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.1.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 22  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.1.5. Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 23  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.1.6. Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 24  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.1.6. Ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ДЕНЬ 25  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.1.7. Ñèñòåìû óðàâíåíèé
2.1.8. Ñïîñîáû ñëîæåíèÿ, ïîäñòàíîâêè, çàìåíû 
ïåðåìåííîé

ДЕНЬ 26  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.1.9. Îñíîâíûå ïðèåìû ðåøåíèÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé



233

ДЕНЬ 27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.1.10. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ãðàôèêîâ 
ôóíêöèé

ДЕНЬ 28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.1.11. Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

ДЕНЬ 29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

2.2. Íåðàâåíñòâà
2.2.1. Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà

ДЕНЬ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

2.2.2. Ðàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà

ДЕНЬ 31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.2.3. Ïîêàçàòåëüíûå íåðàâåíñòâà

ДЕНЬ 32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

2.2.4. Ëîãàðèôìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

ДЕНЬ 33 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.2.5. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

ДЕНЬ 34 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

2.2.6. Ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé
2.2.7. Ðàâíîñèëüíîñòü íåðàâåíñòâ, ñèñòåì
íåðàâåíñòâ

ДЕНЬ 35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

2.2.8. Ìåòîä èíòåðâàëîâ

ДЕНЬ 36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.2.9. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ è ãðàôèêîâ
ôóíêöèé ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ
2.2.10. Èçîáðàæåíèå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåðàâåíñòâ ñ äâóìÿ
ïåðåìåííûìè è èõ ñèñòåì

ДЕНЬ 37 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.1. Îïðåäåëåíèå è ãðàôèê ôóíêöèè
3.1.1. Ôóíêöèÿ. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
3.1.2. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

ДЕНЬ 38 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.1.3. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ïðèìåðû 
ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé â ðåàëüíûõ 
ïðîöåññàõ

ДЕНЬ 39 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3.1.4. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Ãðàôèê îáðàòíîé
ôóíêöèè

ДЕНЬ 40 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.1.5. Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ: ïàðàëëåëüíûé 
ïåðåíîñ, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñåé
êîîðäèíàò



234

ДЕНЬ 41  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.2. Ýëåìåíòàðíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé
3.2.1. Ìîíîòîííîñòü. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå 
ôóíêöèè

ДЕНЬ 42  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.2.2. ×åòíîñòü, íå÷åòíîñòü
3.2.3. Ïåðèîäè÷íîñòü, îãðàíè÷åííîñòü
3.2.4. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé

ДЕНЬ 43  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.2.5. Òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

ДЕНЬ 44  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

3.2.6. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè

ДЕНЬ 45  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.3. Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè
3.3.1. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, åå ãðàôèê

ДЕНЬ 46  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3.3.2. Îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü
è åå ãðàôèê

ДЕНЬ 47  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

3.3.3. Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ è åå ãðàôèê

ДЕНЬ 48  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

3.3.4. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûì 
ïîêàçàòåëåì

ДЕНЬ 49  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

3.3.5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, èõ
ãðàôèêè

ДЕНЬ 50  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.3.6. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, åå ãðàôèê

ДЕНЬ 51  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

3.3.7. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è åå ãðàôèê

ДЕНЬ 52  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА. 

ПРОИЗВОДНАЯ

4.1. Ïðîèçâîäíàÿ
4.1.1. Ïîíÿòèå î ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè,
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé
4.1.2. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó
ôóíêöèè

ДЕНЬ 53  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.1.3. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé,
íàõîæäåíèå ñêîðîñòè äëÿ ïðîöåññà, çàäàííîãî 
ôîðìóëîé èëè ãðàôèêîì



235

ДЕНЬ 54 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.1.4. Ïðîèçâîäíûå ñóììû, ðàçíîñòè, 
ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî
4.1.5. Ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé

ДЕНЬ 55 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.1.6. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ è åå ôèçè÷åñêèé 
ñìûñë

ДЕНЬ 56 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

4.2. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé
4.2.1. Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé ê èññëåäîâàíèþ
ôóíêöèé è ïîñòðîåíèþ ãðàôèêîâ

ДЕНЬ 57 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.2.2. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé
äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ
â ïðèêëàäíûõ, â òîì ÷èñëå ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêèõ, çàäà÷àõ

ДЕНЬ 58 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.3. Ïåðâîîáðàçíàÿ è èíòåãðàë
4.3.1. Ïåðâîîáðàçíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

ДЕНЬ 59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

4.3.2. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëà â ôèçèêå
è ãåîìåòðèè

ДЕНЬ 60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

ГЕОМЕТРИЯ

5.1. Ïëàíèìåòðèÿ
5.1.1. Òðåóãîëüíèê

ДЕНЬ 61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

5.1.2. Ïàðàëëåëîãðàìì, ïðÿìîóãîëüíèê, ðîìá, 
êâàäðàò

ДЕНЬ 62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

5.1.3. Òðàïåöèÿ

ДЕНЬ 63 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

5.1.4. Îêðóæíîñòü è êðóã
5.1.5. Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê,
è îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà

ДЕНЬ 64 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.1.6. Ìíîãîóãîëüíèê. Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî
ìíîãîóãîëüíèêà

ДЕНЬ 65 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

5.1.7. Ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Âïèñàííûå
è îïèñàííûå îêðóæíîñòè ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà



236

ДЕНЬ 66  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

5.2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå
5.2.1. Ïåðåñåêàþùèåñÿ, ïàðàëëåëüíûå 
è ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå. Ïåðïåíäèêóëÿðíûå 
ïðÿìûå

ДЕНЬ 67  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

5.2.2. Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

ДЕНЬ 68  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

5.2.3. Ïàðàëëåëüíîñòü ïëîñêîñòåé

ДЕНЬ 69  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

5.2.4. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. 
Ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ

ДЕНЬ 70  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.2.4. Òåîðåìà î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ

ДЕНЬ 71  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

5.2.5. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïëîñêîñòåé
5.2.6. Ïàðàëëåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå.
Èçîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ ôèãóð

ДЕНЬ 72  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.3. Ìíîãîãðàííèêè
5.3.1. Ïðèçìà

ДЕНЬ 73  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

5.3.2. Ïàðàëëåëåïèïåä. Êóá

ДЕНЬ 74  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

5.3.3. Ïèðàìèäà: îñíîâàíèå, áîêîâûå ðåáðà,
âûñîòà, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü. Òðåóãîëüíàÿ
ïèðàìèäà

ДЕНЬ 75  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5.3.3. Ïèðàìèäà. Ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà

ДЕНЬ 76  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

5.3.4. Ñå÷åíèå êóáà, ïðèçìû, ïèðàìèäû

ДЕНЬ 77  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

5.3.5. Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè

ДЕНЬ 78  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

5.4. Òåëà è ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ
5.4.1. Öèëèíäð. Îñíîâàíèå, âûñîòà, áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü, îáðàçóþùàÿ, ðàçâåðòêà

ДЕНЬ 79  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

5.4.2. Êîíóñ. Îñíîâàíèå, âûñîòà, áîêîâàÿ 
ïîâåðõíîñòü, îáðàçóþùàÿ, ðàçâåðòêà

ДЕНЬ 80  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

5.4.3. Øàð è ñôåðà, èõ ñå÷åíèÿ



237

ДЕНЬ 81 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

5.5. Èçìåðåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí
5.5.1. Âåëè÷èíà óãëà. Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà, 
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåëè÷èíîé óãëà è äëèíîé 
äóãè îêðóæíîñòè

ДЕНЬ 82 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

5.5.2. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè â ïðîñòðàíñòâå.
Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ

ДЕНЬ 83 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

5.5.3. Äëèíà îòðåçêà, ëîìàíîé, îêðóæíîñòè,
ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà

ДЕНЬ 84 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

5.5.4. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé, îò 
òî÷êè äî ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó 
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè
ïëîñêîñòÿìè

ДЕНЬ 85 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

5.5.5. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïàðàëëåëîãðàììà,
òðàïåöèè, êðóãà, ñåêòîðà

ДЕНЬ 86 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

5.5.6. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êîíóñà, öèëèíäðà,
ñôåðû

ДЕНЬ 87 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

5.5.7. Îáúåì êóáà, ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà, ïèðàìèäû, ïðèçìû, öèëèíäðà, 
êîíóñà, øàðà

ДЕНЬ 88 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

ДЕНЬ 89 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

5.6. Êîîðäèíàòû è âåêòîðû
5.6.1. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè
è â ïðîñòðàíñòâå

ДЕНЬ 90 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

5.6.2. Ôîðìóëà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.
Óðàâíåíèå ñôåðû

ДЕНЬ 91 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

5.6.3. Âåêòîð. Ìîäóëü âåêòîðà. Ðàâåíñòâî,
ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ÷èñëî

ДЕНЬ 92 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

5.6.4. Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû. Ðàçëîæåíèå
âåêòîðà ïî äâóì íåêîëëèíåàðíûì

ДЕНЬ 93 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

5.6.5. Êîìïëàíàðíûå âåêòîðû. Ðàçëîæåíèå
âåêòîðà ïî òðåì íåêîìëàíàðíûì



ДЕНЬ 94  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

5.6.6. Êîîðäèíàòû âåêòîðà. Ñêàëÿðíîå 
ïðîèçâåäåíèå. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

ДЕНЬ 95  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

6.1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè
6.1.1. Ïîî÷åðåäíûé è îäíîâðåìåííûé âûáîð

ДЕНЬ 96  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

6.1.2. Ôîðìóëû ñî÷åòàíèé è ïåðåñòàíîâîê. 
Áèíîì Íüþòîíà

ДЕНЬ 97  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

6.2. Ýëåìåíòû ñòàòèñòèêè
6.2.1. Òàáëè÷íîå è ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå 
äàííûõ

ДЕНЬ 98  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

6.2.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðÿäîâ äàííûõ

ДЕНЬ 99  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

6.3. Ýëåìåíòû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
6.3.1. Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé

ДЕНЬ 100  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

6.3.2. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè 
è ñòàòèñòèêè äëÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷

ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219



Èçäàíèå äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

Äëÿ ñòàðøåãî øêîëüíîãî âîçðàñòà

Âèíîãðàäîâà Òàòüÿíà Ìèõàéëîâíà

Ëûñèêîâà Èðèíà Âèêòîðîâíà

Ðîãàíèí Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷

è äð.

ÅÃÝ

Ìàòåìàòèêà

Ýêñïðåññ-ïîäãîòîâêà

Äèðåêòîð ðåäàêöèè Ë. Áåðøèäñêèé

Îòâåòñòâåííûé ðåäàêòîð À. Æèëèíñêàÿ

Âåäóùèé ðåäàêòîð Ò. Ñóäàêîâà

Õóäîæåñòâåííûé ðåäàêòîð Å. Áðûí÷èê

Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 07.02.2011. Ôîðìàò 84õ108 1/16.

Ïå÷àòü îôñåòíàÿ. Áóìàãà òèï. Óñë. ïå÷. ë. 25,2.

Òèðàæ ýêç. Çàêàç







<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages false
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages false
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages false
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [1200 1200]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




